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SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS
LINEALES A COEFICIENTES
CONSTANTES

INTRODUCCION

Hasta ahora hemos estudiado modelos matematicos descritos mediante una sola
ecuacion diferencial. Sin embargo, hay modelos fisicos cuyo modelo matematico esta
constituido por mas de una ecuacion diferencial.

Problema 1: Redes

Una red eléctrica que tiene mas de una malla da lugar a ecuaciones diferenciales
simultaneas. Como se ve en la Figura 1 la corriente i; se divide en las direcciones que
se muestran en el punto B; llamado punto de ramificacién de la red o nodo. Segun la
primera ley de Kirchhoff se puede escribir

il = iz + i3 (1)
Ademas, se puede aplicar la segunda ley de Kirchhoff a cada malla. Para la malla
A;B,;B,A,A,, si sumamos la caida de voltaje a través en cada uno de sus elementos
Ilegamos a
di,
dt

_r‘i-l y B'l Cl
Rl ";5
}-1 .f_}

E(t) = ilRl + L1 + isz (2)

Figura 1

De igual manera para el circuito A, B;C,C,B,A,A, tenemos que



dis
E(t) = Ryl L,— 3
() 1l tLp at (3)
Usando la relacion (1) en (2) para eliminar i, se tiene
di
E(t) = Rl(iz + l3) + le_; + iZRZ
di,
dt
Sustituyendo (1) en (3) se obtiene

E(t) = Ll + (RZ + Rl)iz + R1i3 (4‘)

L dis
E(t) = Rl(lZ + l3) + LZE

. dis .
E(t) = RILZ +L2%+R1l3 (5)

De esta forma se obtienen dos ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes para las corrientes i,, i (4) y (5) que se cumplen en forma simultanea. Luego
podemos escribir el sistema

di,

L1%+ (RZ + Rl)iz + R1i3 - E(t)

di (6)
. 3 .
Rllz + L2E+R1L3 :E(t)

Problema 2: Sistema Masa Resorte

Sean tres resortes y dos masas colocados como en la Figura 2, estudiar su movimiento.
Suponemos que deslizan sobre una superficie horizontal y lisa, por lo que despreciamos
la fuerza de rozamiento. Por tanto, las Unicas fuerzas a tener en cuenta son las fuerzas de
recuperacion elastica de los resortes.

Las coordenadas x;,x, posicionan a las masas m;,m,, siendo la posicion de
equilibrio, x; = 0,x, = 0 cuando los resortes k, , k,, k3 permanecen sin estiramiento
ni compresion
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Figura 2



Se analiza el caso en que x, > x4, que corresponde al caso en que el resorte k; esta
estirado una distancia x; , k, esta estirado x, — x;, y k5 estda comprimido x,. Teniendo
en cuenta la ley de Hooke, la fuerza ocasionada por cada resorte es proporcional a su
elongacion. Luego:

= Sobre la masa m; actla la fuerza del resorte k; que tiende a contraerse
ejerciendo una fuerza hacia la izquierda k;x;. El resorte k, también se contrae
tirando hacia la derecha con una fuerza k,(x, — x;). Aplicando la segunda ley
de Newton tenemos
myX, = —kyx; + ko (x; — xq) 7
= Sobre la masa m, actlan los resortes k, y ks. El resorte k, tira hacia la
izquierda ejerciendo una fuerza k,(x, — x;) y al estirarse el resorte k5 empuja a
la masa m, también hacia la izquierda, con una fuerza ks;x,, quedando la
ecuacion de movimiento
my¥, = —ky(x; — x1) — k3x, (8)

Las ecuaciones (7) y (8) determinan las ecuaciones de movimiento del sistema dado
mediante un sistema de E.D.L. de orden 2 con coeficientes constantes dado por

{m1551 = —kyx; + ky(x; — x9)
myX, = —ky(x; — x1) — kax;

Estos y muchos otros problemas reales nos muestran la necesidad de estudiar la
resolucion de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Definicion:
Un sistema de Ecuaciones diferenciales ordinarias consiste en dos o mas ecuaciones
diferenciales de dos 0 més funciones desconocidas de una sola variable independiente

Ejemplo:
x'=3x+y' +z' =3
x' —y' +2z' =t?
x+y' —6z'=z-1

Solucién de un Sistema
Una solucién de un sistema de Ecuaciones Diferenciales es un conjunto de funciones
suficientemente diferenciales que satisfacen cada una de las ecuaciones diferenciales del
sistema en un intervalo comun 1.



Métodos De Solucion De Sistemas De Ecuaciones Diferenciales
Veremos en este curso solamente dos métodos de resolucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

= Sustitucion :

Este método se basa en despejar de una ecuacion y reemplazar en la otra de tal
manera que resulta una ecuacion diferencial en una sola funcion desconocida

Ejemplo 1:
x' —4x+y" =t?
{ ! ©)

X +x+y =0

Si observamos el sistema, podemos ver que nos conviene despejar y' de la
segunda ecuacion, derivar la expresion obtenida y asi reemplazar y"' en la
primera ecuacion. En efecto:

y'=—x"—x (10)
Derivando miembro a miembro (10) y reemplazando en la primera ecuacion del
sistema (9) se obtiene:

y" = —x" = x
x' —4x + (=x"—x") =t?

!

Reordenando la ecuacién obtenemos:
x" +4x = —t? (11

Siendo el resultado una ecuacién diferencial de segundo orden que ya sabemos
resolver

a) Primero se obtiene la solucion de la homogénea asociada a (11) que sera:
xy = C; cos(2t) + C,sen(2t)

b) Se obtiene la solucion particular por el método de los coeficientes
indeterminados. Como el segundo miembro es un polinomio de segundo
grado se ensaya un polinomio completo de segundo grado

xp = At>? + Bt +C
Derivando se obtiene:

xp = At> + Bt +C

xp = 2At + B

xp =24

Luego reemplazando en (11) se obtiene: 24 + 4(At* + Bt + C) = —t?



44 = -1 A=-1/4
4B =0 = B =
2A+4C =0 c=1/8

Luego la solucion particular es.

1, 1
xP:_Zt +§

c) Lasolucién general sera
xG = xH + xP

1 1
xg = C, cos(2t) + C,sen(2t) — th + 8 (12)

Una vez obtenida la funcion x(t) se reemplaza en (10) y si se obtiene la otra
funcién y(t). En efecto

4

y =-x"—x

1
y'=- (—2C1 sen(2t) + 2C,cos(2t) — §t>

1 1
- <C1 cos(2t) + C,sen(2t) — 7 t? + 5)

1 1 1
y' = (=2C, — C;) cos(2t) + (2C; — C,)sen(2t) + th + Et ~3

1 1 1 3 1 ) 1
y=<—C2—ECl)sen(2t)+(—C1+§Cz)cos(2t)+C3+Et +7E7 -2t (13)

Por lo tanto, la solucion del sistema es el sistema de ecuaciones:

1 1
x = C; cos(2t) + C,sen(2t) — th + 3

1 1 1 3 1 ) 1
y=(—C2—561>Sen(2t)+(61—ECZ)COS(Zt)+C3 +ﬁt +Zt —gt

Método de los operadores
Aprendamos el método a través de ejemplos

Ejemplo 2:
Sea el sistema

! 2_ —
{x+x 8y =t (14)

—2x+y ' +2y=0
Si expresamos cada ecuacion en términos del operador de derivada D tenemos:

{(D+2)x—8y=t

—2x+D+2)y=0 (15)



Realizando un procedimiento similar al de la eliminacion Gaussiana, se multiplican
convenientemente ambas ecuaciones de modo tal que en ambas ecuaciones queden
iguales los términos correspondiente a una de las funciones incognitas. Por ejemplo, si
multiplicamos por —2 a la primer ecuacion de (15) y multiplicamos por D + 2 a la
segunda ecuacion de (15), resulta

{ —2(D + 2)x + 16y = -2t
2D +2)x+ (D +2)*y=0

Restando ambas ecuaciones resulta
16y —(D+2)?*y=-2t = —16y+(D*+4D+4)y=2t
= (D%*+4D—-12)y=2t = y"+4y' —12y=2t (16)

Hallemos la solucion homogénea

r244r—12=0 = r:1:_26
Luego
yy = Cie%t + C,e 0t
Por otro lado, la particular a ensayar seréa
yp =At+B yp =4 yp =

Reemplazando en la E. D. (16) resulta

44 — 12(At + B) = 2t

{ —12A =2 A=-1/6
4A—-12B =0 B=-1/18
1 1
— 2t -6t _ 4+ _ 1
y = Cie“" + Cye 6t 18 (17)

Una vez hallada y, se puede proceder de diferentes maneras de acuerdo al caso. Una
opcidén es trabajar del mismo modo que cuando se aplico sustitucion. Para ello, por
ejemplo, se puede reemplazar (17) en la segunda ecuacion de (14), obteniendo

1
—2x+y'+2y=0 = x=§y’+y

1 1 1 1
= X = E(ZCleZt - 6623_6t _g> + CleZt + C28_6t _gt _E

1 5
= x=2Ce? —2C,e % — AT (18)



Otra opcion es hallar x aplicando el mismo procedimiento empleado para hallar y, pero
en este caso multiplicando la primer ecuacion de (15) por D + 2 y la segunda por —8,
resultando:

{(D +2)2x—8(D +2)y=(D+2)t
16x—8(D+2)y=0

Restando ambas ecuaciones, y usando que (D + 2)t = Dt + 2t = 1 + 2t, resulta
D+2)*x—16x=D+2)t = (D>*+4D—-12)x=1+2t
= x" +4x' —12x =1+ 2t (19)
Hallemos la solucién homogénea

=2
r24dr—12=0 = 1°
rz —_6
Luego
XH == C3€2t + C4,e_6t

Note que hemos utilizado constantes distintas, ya que no tienen por qué ser iguales a las
constantes C; y C, usadas en (17).

La particular se obtiene ensayando una particular de la forma:
xp =At+B xp=A xp =0

Reemplazando en la ecuacion diferencial (19)

44— 12(At+B) =2t +1 = {4,4 :1122‘;121 . ;:__51//366
Luego la solucién particular sera
1 5
Xp=—¢ t— 3E
La solucion general para x sera
X = C3eZt+C4e‘6t—%t—% (20)

Comparando (18) y (20) vemos la misma estructura de solucién con distintas
constantes arbitrarias. La solucion (18) usa las constantes de la solucion para y dada en
(17), en cambio la solucion (20) usa nuevas constantes, las cuales deber ser vinculadas
a las constantes C; y C,. Una forma directa de hacer esto es igualando las constantes de
(18) con las de (20) para darnos cuenta que 2C; = C3 y —2C, = Cy4, pero en general si
optamos por hallar la solucién (20) a través de la segunda opcién, es porque no
conocemos la solucion (18). En este caso tenemos que reemplazar (20) y (17) en



algunas de las ecuaciones del sistema original (14). Por ejemplo, si se reemplaza en la
segunda ecuacion se tiene:

1 5

—2x = —2C,e? —2C,e™ % +§t+ﬁ

1

+ y' = 2C;e?t —6C,e7 % ~Z
1 1

2y = 2Cze* +2C,e%t —3t—35

0=(—2C; +4C3)e? + (—2C, —4Ce % +0t+0

Para que se verifique la identidad resultante debe verificarse que

{—zcl+4c3=0 _ 3=+
_ZCZ - 4C4_ = 0 C _ CZ
T2
Luego el sistema solucion es
1 5
=C 2t C —6t__t__
Xg 1e“" + (e 3 36
1 1 1 1
Ve = EC1€2t — EC2€_6t —gt —E

Continuacion del Ejemplo 1: Mostremos el método usando nuevamente el sistema (9)
{x’ —4x +y" =t?
xX'+x+y =0

Si expresamos cada ecuacion usando el operador de derivada D tenemos:

(D — 4)x + D?y = t?

{ D+1x+Dy=0
Al igual que cuando resolvimos por sustitucion, hallemos primero x para luego hallar y
para comparar los resultados hallados por ambos métodos. Tenemos que multiplicar
ambas ecuaciones Yy restarlas para eliminar a y. Note que alcanza con multiplicar

solamente a la segunda ecuacion por D para luego restar, obteniendo:

2., — 2
{ ((5 . f));x++DD32'y_:t0 = D—-Dx—D+1Dx=t> =

= (-D?—4)x=t> = x"+4x=-t?



Esta ecuacidn coincide con la hallada al aplicar sustitucién en (11), por lo que a partir
de este punto se puede repetir el procedimiento empleado anteriormente y hallar la
solucién dada por (12) y (13).

Ejercicios de Aplicacion:
Ejercicio: Resolver el Problema 1 de Redes Eléctricas considerando las siguientes
constantes: L, = L, = 1; R, = 160; R, = 240.

Ejercicio: Resolver el Problema 2 del Sistema con dos masas considerando las
siguientes constantes: m; = m, = k; = k, = k3 = 1.

Ejercicio: Los motores de corriente
continua (DC: direct current) son
dispositivos que generan una fuerza
mecanica a partir de aplicarles una

Campao
Fijo

determinada tension eléctrica. Estas ANN— T A

maquinas eléctricas son muy Utiles

en cualquier campo de la ingenieria {{

ya que la energia mecanica v () Arsiadurs e Rotor
producida puede ser utilizada para (Circ. Eq.) K

mover  magquinarias  pesadas, ! ¥

tracciones, movimiento de brazos
roboticos, movimiento y traslacién
de elementos, gruas, etc. Figura 1. Motor DC.

Los modelos matematicos permiten representar las leyes fisicas que gobiernan un
sistema dinamico mediante ecuaciones diferenciales. La Figura 1 muestra el modelo de
un motor DC serie cuyo modelo matematico tiene una parte eléctrica y otra mecanica.
Luego se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales que en conjunto modelan el
motor DC:

dt
d?e(t) do(t)
\ dt? +b dt

{L O | o =vo-F (D

K i(t) (2)

La ecuacion (1) representa la parte eléctrica del modelo, en donde se tiene una
resistencia R y una inductancia L correspondiente al bobinado de armadura del motor en
el cual circula una determinada corriente i(t). En el miembro derecho de (1), V(t) es la
tension aplicada en los bornes del mismo, la cual genera una fuerza contra electro
motriz (f.c.e.m.) denotada con E. Por la ley de Faraday-Lenz, esta f.c.e.m. que se induce
en el bobinado del rotor se opone a la causa que la genera, y por ende, E aparece
restando a la tension en bornes del motor V (¢t).



La ecuacion (2) representa la parte mecanica del motor expresada en términos de la
posicion angular 6(t). Luego se tiene el momento de inercia del rotor J y una constante
o coeficiente de friccion del mismo b. Esta ecuacién diferencial tiene como entrada de
referencia el torque o cupla motora K.i(t), donde K es una constante del sistema. Se
puede demostrar que la f.c.e.m. E de (1) también puede expresarse en funcion de la
velocidad angular como

do(t)
dt

Realizar las siguientes actividades:

a) Determinar las incognitas del problema. ¢Son constantes o funciones?

b) Despejar la corriente en (2) y reemplazarla en (1). Deberia obtener una EDO de
tercer orden con 8(t) como Unica incognita.

c) Hallar 6(t) sabiendoque R =6,/ =1,b=1,L = 1H, K = 2,y usando V(t) =
10V.

d) Utilizar la relacion hallada en b) para hallar la corriente.

e) Si inicialmente la posicion y velocidad angular del motor son 0, y la corriente
inicial es de 13A. Hallar la solucion Gnica del problema.

f)  Analice la solucion obtenida. ¢Qué representan 8(t), 08'(t) y 6" (t) fisicamente?

g) Sit— oo, quésucede con 8(t), 8'(t), 8" (t) ei(t)? ¢Por que?

h) Repetir el item e) usando otra posicion angular inicial. (Qué relacion hay entre las
soluciones del sistema? ¢ Por qué sucede esto?

i) Replantear y resolver el sistema (1)-(2) usando como incognitas a w(t) = 6'(t) e
i(t). ¢Qué relacion hay con las soluciones halladas anteriormente?



