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INTEGRALES CURVILINEAS DE
CAMPOS VECTORIALES

CAMPOS VECTORIALES

Los Campos Escalares son funciones o correspondencias que asignan a cada vector un
numero. En sentido opuesto, las curvas asignan a cada escalar un vector posicion, cuya
gréfica genera un arco.

Ahora estudiaremos el concepto de Campo Vectorial, el cual es una funcion que
relaciona vectores de R™ con vectores de R™, esto es:

F:D CR" > R™

De este modo, el dominio D es un conjunto de puntos de R™, mientras que los
resultados de la funcién son escalares (n = 1), vectores del plano (n = 2), vectores del
espacio (R3), etc. Esto es, es una asignacion que a cada punto de D € R" le hace
corresponder siempre un_vector_que puede tener cualquier dimensién independiente de
los elementos del Dominio. Una curva es un caso particular de Campo Vectorial.

Estas funciones se utilizan para describir o parametrizar Curvas y Superficies en el
espacio. También tienen aplicaciones en la Fisica para describir movimientos de puntos
en el espacio a través de vectores de posicion. Otro concepto importante que
extraeremos de la fisica es el de campo de fuerzas, en el cual a cada punto del espacio se

le asigna un vector de fuerzas a través del Campo Vectorial F (x, y, z).
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Concepto Fisico de Trabajo de una fuerza F

1. Concepto Fisico de Trabajo de una fuerza F.
a. El trabajo de una fuerza es una medida de la energia transferida o
transformada cuando la fuerza actla sobre un objeto. Matematicamente,

dada una fuerza F y el vector desplazamiento d de su punto de
aplicacion, se define el Trabajo de Falo largo de d como
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W= F.d
e
d >
Figural

b. Si F(x,y,2) = (P(x,y,2),Q(y,2),R(x,y,2)) es un campo vectorial
de fuerzas, entonces se quiere calcular el trabajo que realiza este campo
al trasladar una particula a lo largo de una curva C. Si cada punto de la
curva se parametriza con 7(t), a <t <b, entonces el vector de
desplazamiento instantaneo en cada punto de la curva es #'(t). Por otro
lado, la fuerza que ejerce el campo sobre el objeto en el punto en
cuestion es el valor que asigna el campo F sobre el punto #(t), esto es:
ﬁ(?(t)). De este modo, el trabajo producido en este punto fijado

arbitrariamente es W (t) = F(#(t)).#'(t). Finalmente el trabajo
acumulado a lo largo de la curva C viene dado por

b b
W=j W(t)dt=J F(7(t)). 7 (t)dt

Figura 2

Esto induce la forma en la que se deben definir las integrales curvilineas de campos
vectoriales.
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Integral Curvilinea de Campos Vectoriales

Definicién: Sea F(x,y,z) = (P(x,y,2),Q(x,y,2),R(x,y,2)) un campo vectorial
continuo y acotado en un Dominio D € R3 que contiene el arco de curva regular C con
punto inicial A y punto final B, y con la representacion paramétrica 7(t) en a <t < b.

La integral curvilinea de F a lo largo de C se define como

=l b—)
deF =f F(F(®).7'(t)dt
C a

Integral Curv. Integral de Calculo [

donde F(#(t)) significa que la funcion vectorial F se expresa segln la parametrizacion
en funcion de t, esto es:

F(7(6)) = (P(x(®), y(£), 2()), Q(x(6), ¥(£), (), R (x(£), ¥ (£), 2(1)))

Cuando la curva es cerrada se simboliza
- b =
jEF dit = f F(#(t)).7'(t)dt
C a

Esta integral se Ilama en general Circulacion de Falo largo de la curva C. En otras
palabras, la circulacion es el trabajo a lo largo de una curva cerrada.

Si se expresa el producto escalar en funcion de las componentes

dr = 7#'(t)dt = (x'(t),y'(t),Z'(t))dt = (x’(t)dt,y’(t)dt,z'(t)dt)

dx dy dz
d7 = (dx, dy,dz)
Entonces, se obtiene una nueva forma de denotar estas integrales:
F.dif = (P(x,y,2),Q(x,v,2),R(x,y,2)).(dx,dy, dz)
F.d# = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz

fﬁ dr = fP(x, y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
c c

Observaciones

e Laintegral curvilinea se define mediante una integral definida de una variable.

e La integral curvilinea de campos vectoriales depende de F y de C. Si fijamos el
campo vectorial varia segun la curva C.
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Ejemplo 1
Hallar la integral fc xy dx — x dy sabiendo que C es alguno de los arcos de curva que
unen a los puntos A = (0,0) y B = (1,1) diagramados en la Figura 3 y dados por:

a) El segmento rectilineo que une dichos puntos
b) Elarco de parabolay = x? entre los mismos puntos

A
B
(€%
Cz
2 >
Figura 3

Solucién:
a) Los pasos a seguir son
e Primero se grafica la curva (ver Figura 3) y se parametriza.
La parametrizacion de la recta que pasa por dos puntos es

{x0=x0+t(x1—x0) 0o<t<1
Yo = Yo + t(y1 — ¥o)

x=t 0o<t<1

oot s

e Luego se realizan los célculos previos antes de integrar, esto es: expresar
el campo vectorial reemplazando la parametrizacion, calcular el vector
d7 y luego hacer el producto escalar.

7(t) = (t,t)
dr =7'(t)dt
d7 = (1,1)dt

F(x,y) = (xy,— )
F(7(®)) = (t% -

F(F(®).7'(®) = (¢%,-t).(1,1) =t? —¢

e Calcular la integral

1 3 2\ |1
Ll_f ?:J F(7F(v)).7 (t)dtzjo (tz—t)dt=<%—%>0

1
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b) Si C es el arco de parabolay = x? entre los mismos puntos
e Lagraficaestd en la Figura 3.
La parametrizacion de la pardbola es

=t
{’;:tz 0<t<1

e Se realizan los célculos previos:
) =@t?) = 7@ =12t

Fix,y) = (xy,—x) = F(F®) = (3 —t)

F(7(0)).7'(®) = (¢3,—1).(1,2¢t) = t3 — 2¢2

e Calcular la integral

1 t* 2
Fd7 = 3 _ 2 = — — 3
LFdr_jo(t 2t°)dt <4 3t>

2

Se puede ver que para un mismo Campo Vectorial la Integral Curvilinea depende del
camino de integracion, lo cual es bastante 16gico, pero esto no siempre es asi.

Si lo relacionamos con la Fisica, [ F.d7 esel trabajo realizado por el campo entre los

puntos A 'y B. Pero por fisica sabemos que a veces el trabajo no depende del camino de
integracion.

Ejemplo 2

Hallar el trabajo realizado por el campo F(x, y) = x2i + y?J sobre cualquier arco de
curva C dado por la representacion vectorial 7#(t) = (x(t),y(t)), a <t < b tal que
7(a)=Ay 7() =8B

Solucion:
. b_) b
desz F(?(t)).?’(t)dtzf (x2(), y2 () (X' (), y'(t))dt
C a a

b 3 ; ’
- f (xZ(t)x'(t) +y2(t)y’(t)> dt = <x ét) +> 3(t)>

il il a
_x*(b) +313(19) x3(a) y*(a)
3 3 3 3

Se puede observar que en este caso la fCFdF depende Unicamente de los puntos
extremos y no del camino que los une.
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Esta propiedad es muy importante para el calculo de ciertos problemas fisicos como el
Trabajo que realiza un campo vectorial para desplazar una particula de un punto a otro
sin importar el camino recorrido, esto es, el trabajo es el mismo para cualquier camino
que une los puntos. Estos campos en Fisica se llaman Gradientes o Conservativos.

Analizaremos estos campos desde el punto de vista matematico.

CAMPOS GRADIENTES

Antes de comenzar, repasemos algunos conceptos topoldgicos.

Los Dominios de los campos vectoriales pueden ser Conexos (conectados) 0 no conexos
(disjuntos). Ademas, los dominios Conexos pueden ser simplemente Conexos,
doblemente Conexos, 0 multiplemente Conexos (ver Figura 4)

Conjuntos no Conexos

Simplemente Doblemente Multiplemente
Conexo Conexo Conexo
Figura 4

Definicion de Campo Gradiente 0 Campo Conservativo, y de Funcion Potencial

Un Campo Vectorial ﬁ(x,y,z) = (P(x,v,2),Q(x,y,2),R(x,y,z)) se llama Campo
Gradiente o Conservativo si existe una funcion escalar ¢(x,y, z) diferenciable tal que
se cumple

F(x,y,2) = Vo(x,y,2)

Esta funcion ¢(x, y, z) recibe el nombre de Funcion Potencial del Campo

( dp

P=—

0x

Not ﬁ—ﬁ_) SR —a(p
otarque F =V¢ Q_ay
g

R=—

\ 0z
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Esto significa que las componentes del campo vectorial son las derivadas parciales de la
funcién potencial respecto a cada una de las variables

Condicién Necesaria y Suficiente para que un campo vectorial sea
Campo Gradiente

Teorema: Sea F(x,y,z) = (P(x,y,2),0(x,y,2),R(x,y,z)) un Campo Vectorial
definido en un Dominio Simplemente Conexo, y cuyas funciones componentes P, Q y R
tienen derivadas parciales continuas. La condicion Necesaria y Suficiente para que el
campo sea un Campo Gradiente es que se verifiquen:

0P 9Q 9Q _OR OR _ 0P

dy  ox 9z~ ay ax 0z

Demostracion
i. Si F(x, y,z) es un Campo Gradiente = las cruzadas son iguales
Si el campo vectorial es gradiente entonces se cumple
S — do Jdp Od¢
F 3. 4. H_
0x ' 0y ' 9z
P 5 R

Luego, como P, Q y R tienen derivadas parciales continuas, resulta que ¢ tiene
derivadas parciales segundas continuas, y por ende, usando el Teorema de Clairaut,
resulta

0’  0%¢ ’p 3% 0’9 _ 0%¢
dxdy 0dydx dxdz 0z0x dydz  9zdy
- —9 9% p_2%
Finalmente, usando que P = P Q= ™ R = 5 resulta que
oP _ 0Q dQ OR JOR 0P
dy  ox dz 0y ox 0z

1. Lascruzadas son iguales = F(x, y,z) es un Campo Gradiente

(La demostracion escapa al objetivo del curso)
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Teorema Fundamental de los Campos Gradientes

Si F(x,y,z) un Campo Vectorial Continuo definido en un dominio Simplemente
Conexo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

F(x,y,z) es un Campo Gradiente con F = Vg

2. fcﬁ d7 = @(B) — ¢(A) V C regular con punto inicial A y punto final B. (En
otras palabras, la integral es independiente del camino).

3. §Fdf =0 VC regulary cerrada

Demostracion

Este teorema se puede demostrar de varias formas. En este curso haremos:
1=>2,2=3y 3=1

De esa forma quedan demostradas todas las equivalencias entre las premisas dadas

1=2

Si el campo vectorial ﬁ(x, Y, Z) es conservativo, entonces por definicion existe una
funcion potencial ¢ (x, v, z) tal que

17"=V<p

Ahora debemos probar que

j Fd? nodependedelacurva C
c

Consideremos una curva C regular cualquiera que une los puntos A y B con
parametrizacion 7(t),a <t < b. Luego 7#(a) = Ay 7(b) = B.

Consideremos la funcion auxiliar g: [a, b] — R dada por
g(@®) = p(F®) = p(x(©), ¥(8), 2(1))

que solo toma los valores de la funcion potencial sobre los puntos de la curva C.
Luego, por la regla de la cadena

! _a(p ! aq) ’ a(p 7 __) Y
9O =5ox O +77y' 0 + 5720 = V.7 ()
Luego

b b
f g’(t)dt=f Wp’.?’(t)dtzfﬁd?zfﬁ d7
a a c

C

Por otro lado, por el teorema fundamental del célculo
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b
f g'(®)dt = g(b) — g(a) = p(7(b)) — ¢(F(a)) = (B) — ¢(4)

Por lo tanto, la integral es independiente del camino elegido.

2=3

Si la curva C es cerrada entonces A = B, luego
jgﬁdfz(p(A)—(p(A) =0
C

3=1

La demostracion escapa a los objetivos del curso

Ejemplo (Necesidad de que el dominio sea simplemente conexo):

Sea F(x,y) = (P(x,¥),Q(x)) = (_—y L) con dominio D = R? — {(0,0)},

x2+y2 4 x2+y2
esto es, todo el plano menos el origen de coordenadas. D no es simplemente conexo, y
por ende no se puede garantizar la equivalencia de las condiciones dadas en el Teorema.
Luego, a pesar de que L . S a—Q, el campo no es conservativo, pues Si
ay (x2+y2)2 dx
consideramos la circunferencia x? + y? =1 (curva cerrada) con parametrizacion
7(t) = (cost,sent),0 < t < 2m, entonces

N 271'_) 27 2T
fF. dr = f F(F@®)). 7 (t)dt = f (—sent,cost).(—sent,cost)dt = f dt=2m#0
C 0 0 0

Método del Calculo de la funcion Potencial ¢(x,y, z)
Si que el campo vectorial Fes Campo Gradiente, entonces por definicion se cumple que
F = Vg, y por ende, se tiene que

d
DRy = |e@ya = [Payd 00| @

Como integro respecto de la variable x, las otras variables y, z, son constantes respecto
a x. Luego, como es una integral indefinida, se debe sumar una constante arbitraria que
puede ser funcion de las otras dos variable, f; (y, z), resultando constante respecto de x

Analogamente hacemos lo mismo con las otras funciones
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9

a—(p=Q(x,y,Z) = p(x,y,2) =fQ(x,y,Z) dy + f2(x,2) (b)
y

dp

EzR(x,y,Z) = <,0(x;y.Z) :fR(X;Y»Z)dZ+f3(x»Y) (C)

Comparando los resultados obtenidos en (a), (b)y (c¢), como ¢(x,y,z) es Unica, el
resultado final de ¢(x,y, z) sera la suma de los términos comunes (sin repetir) con los
no comunes en las tres expresiones.

Ejemplo 3
Seaﬁ(x,y,z) =yi+ xj + k

a) Verificar que es gradiente
b) Calcular la funcién potencial ¢(x, y, z)

c) Calcular fC F.d# donde C esunacurvaquevade 4 = (1,1,1) aB = (=12 3)
Solucién:

a) Para que ﬁ(x,y,z) sea gradiente se debe cumplir que su dominio sea
simplemente conexo y que las derivadas parciales cruzadas sean iguales. El
dominio del campo es todo R3, por lo que es simplemente conexo. Por otro lado,
se cumple que las parciales cruzadas son iguales, ya que:

P(x,y,z) =y Qlx,y,2) =x R(x,y,z) =1
P 1= aQ
dy = ox
opP OR
—=0=—
0z 0x
90 0= OR
9z 0y

Por lo tanto, el Campo Vectorial es Gradiente.

b) Como es un campo Gradiente existe la funcion potencial ¢(x,y,z), la cual
debemos calcular

(P(x:y’z) = Jp(x’yfz)dx+f1(y'z) = Jydx+f1(y,z) =yx+f1(y'z)
o(x,y,2) = fQ(x,y,Z)dyﬂsz(x,Z) =fxdy +(x,2) = xy + f,(x,2)

9,7, 2) =fR<x,y,z>dz+f3<x,y) =f1dz+f3(x,y> =z 4 f(0y)

Comparando las tres expresiones resulta

10
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o, y,z) =xy+z+K

donde K es la constante de integracion.

c) Célculo de la integral

Como F es gradiente, la fcﬁ. d7 es independiente del camino de integracion luego
B -
[ Fai = 0@ - o) = p(-123) - p(111)
A

Reemplazando en ¢(x,y,z) = xy + z + K la integral da

B
fﬁd?z<—1-2+3+K>—<1-1+1+K>=—1
A

»(B) @A)

Teorema de Green

Veremos una conexion importante entre integrales curvilineas de campos vectoriales e
integrales dobles.

Teorema: Sea C una curva de R? cerrada, simple, regular a trozos, y positivamente

orientada, y sea D la region interior a C. Sea F=(P,Q):D - R?un campo vectorial
cuyas componentes P y Q tienen derivadas parciales continuas. Entonces

iﬁd?zi(de+Qdy)=ffD (g—g—g—i>dxdy

A
:- ;.__,_ = 'I'u" ".'-."
.':? il 14 '
£ AN F
| s Mk B
e ri b I ]
S o J
__r" {2 i 1
L |
;’ L { A
ey | 4
i ALY
LT Pl
fip A A "';’
" I' i ! A £
A ] i P e
| F{ 1 Y e i
<4 vk P
D L T R DR e Ll T
v

Figura 5

Demostraciéon: Asumamos que la curva C se puede dividir de las formas diagramadas
en la Figura 6, caso contrario, se puede particionar la region D en subregiones cuyas
fronteras tengan tales caracteristicas, y luego el resultado se obtiene sumando
integrales.

De este modo, C = C; U C, = C5 U C, con parametrizaciones dadas por
C.: X=X < <b ) C.: X =X < <b
1.{y=Y1(x) COl’l a_x_ ) - 2.{y=Y2(x) C0n a_x_

11
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x =X3(y)
C:{ 3 con c<y<d ; —C.{
Tly=y Y Yly=y

con c<y<d

v
A
v

A

Figura 6

donde —C; indica que se esta parametrizando la curva en sentido opuesto a lo
diagramado, esto es, en sentido horario.

Luego

fC(de + Qdy) = J;de+ LQdy =j Pdx +Lde + | Qdy+ C4Qdy

C1 2 C3

b b d d
=f P(x,Yl(x))dx—f P(x.Yz(X))dx+f Q(Xg(x),y)dy—f Q(X,(x),y)dy

b a
= | (Pl 1) = P 1)) dx + | (QCH(0,9) ~ Qa0 1)y

@ gp X3(x)a
j J —(x,y)dy dx +j j —(x y)dx dy
) dy () 0%

= - —dxdy + || m=—dxdy = O_Q - a—P dxdy
- [ e [ Seaw =[G

Ejemplo: Calcular fC Fd# siendo C la frontera del cuadrado
de laFiguray F = (P, Q) = (y% + x3, x%)
Para realizar el calculo por intermedio de integrales

curvilineas se deben parametrizar los cuatro lados del
cuadrado, y por ende, el célculo es extenso.

Por otro lado, si aplicamos el teorema de Green

20 P 11 !
JFdr—U (52-5) dxdy=f | @ —2pardy = [ @t - 200y
o Jo 0

=f 1-2y)dy=@-y)g=0
0

12
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Aplicacion del Teorema de Green: Célculo de Areas.

Si consideramos el campo F = (0, x) entonces

J.Fdr—ff a—g—a—P dxdy=ff(1—0)dxdy=f dxdy = Area(D)
D D

Por lo tanto, se puede calcular el area de una region por intermedio de una integral
curvilinea considerando el campo F = (0, x) y como curva la frontera de la region.

Ejemplo: Calcular el area interior de la elipse dada por — + —=1.

En este caso, la curva C es la elipse parametriza por
7(t) = (acost,bsent)con 0 <t < 2w
7'(t) = (—asent,bcost)
F(x,y) =(0,x) =  F(#(®) = (0,acost)

ﬁ(?(t)).?’(t) = ab cos?t

S 2n 2T 1 + cos 2t t sen2t\|*"
Area=JFdr=J ab cos? tdt—abj —dt=ab(—+ )
c 0 2 4 0

= abm

13



