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EXTREMOS RELATIVOS

Introduccion:

Los conceptos de extremos relativos en el célculo multivariado representan un paso
crucial en la comprension de las funciones de varias variables y su comportamiento en
puntos criticos. Para los estudiantes de segundo afio de ingenieria, dominar estos
fundamentos es esencial, ya que sientan las bases para aplicaciones practicas en diversos
campos de la ingenieria, desde la optimizacion de procesos hasta el disefio de sistemas
complejos. En este conjunto de apuntes, exploraremos detalladamente los extremos
relativos, analizando cémo identificarlos, clasificarlos y comprender su significado
geométrico. A través de ejemplos concretos y técnicas de andlisis rigurosas, buscamos
proporcionar a los estudiantes las herramientas necesarias para abordar problemas reales
y entender la importancia de los extremos relativos en el contexto de la ingenieria y otras
disciplinas relacionadas.

Definiciones Intuitivas

Sea z=x*+y?—-2x= (x—1%?+y*—-1

Esta superficie es un paraboloide trasladado una unidad en la direccion del eje z vy el
vértice del paraboloide estd ubicado en el punto (1,0, —1). En este punto la funcién es
menor que en cualquier otro punto préximo, luego podemos decir que en el punto del
dominio P,(1,0) la funcién alcanza un valor minimo (ver Figura 1)

B H
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Figura 1: Grafica de la superficie y de las curvas de nivel para distintas cotas z
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Figura 2: Grafica de las curvas de nivel y gradientes

Observaciones

A) En la Figura 2 se observa que las curvas de nivel son circunferencias cuyo radio crece
a medida que crece z.

También se han graficado vectores gradientes, los cuales tienen direccion radial. En este
grafico se observa la propiedad de que el vector gradiente es perpendicular a las curvas
de nivel.

Ademas, se puede ver que las flechas que representan a los vectores gradientes apuntan
hacia las cotas crecientes de z.

En el gréfico de las curvas de nivel y vectores gradientes se observa que en el punto (1,0)

el gradiente es nulo V£ (1,0) = 0, y que el modulo de los vectores gradientes crece a
medida que nos alejamos de este punto. Ademas, z, = f(1,0) = —1.

B) En el grafico de la superficie de la Figura 1 se observa que el plano tangente a la
superficie en el punto (1,0, —1) es paralelo al plano xy con ecuacion z = z,.

Luego, el wvector normal al plano es paralelo al ee =z y vale
n = (0,0,1).

Anteriormente se vio que el vector normal a la superficie en un punto (Po,f(PO)) viene
dado por
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i = (—f(P), —f,(Py), 1)

Ambos vectores normales son paralelos, por lo que £, (Py) = 0 y f,(Py) = 0, resultado
que coincide con lo visto graficamente en A) respecto a que el vector gradiente en el
punto P, es nulo.

maximo
« absoluto

maximo
relativo

minimo

minimo relativo

absoluto

Figura 3: Puntos extremos

Observe las colinas y los valles en la gréfica de f mostrada en la Figura 3. Hay dos puntos
del dominio donde f tiene un maximo local, es decir, la funcion en esos puntos es mayor
que los valores que toma la funcion en los puntos cercanos. EI mayor de estos valores es
el maximo absoluto. Asimismo, la funcidn tiene dos minimos locales, donde la funcion
es menor que en los puntos cercanos. EI menor de estos dos valores es el minimo
absoluto.

Resumiendo lo dicho hasta ahora podemos expresar las siguientes definiciones

DEFINICION DE PUNTOS ESTACIONARIOS
Si z = f(x,y) es un campo escalar diferenciable con dominio D € R? entonces:

1) Definicién Analitica

Un punto P, € D se llama PUNTO ESTACIONARIO si, y solo si, cumple W(PO) =0

O equivalentemente si, y solo si, Z—£ (Py) = Z—fl (Py) =0
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2) Definicion Geométrica

Un punto P, € D se llama PUNTO ESTACIONARIO si y solo si el plano tangente a la
superficie en (xo, o, f(x0,¥0)) €s paralelo al plano xy con ecuacion z = z, siendo

Zo = f(xO)yO)

En resumen:

Py es un Punto Estacionario < ?f(PO) =0 o df(Py) =0

of _ af _
a(f’o) = @(Po) =0

Como se puede observar en la Figura 3, existen distintos tipos de puntos estacionarios. Si
imaginamos el plano tangente en dichos puntos, el cual sabemos que es paralelo al plano
xy, en algunos puntos el plano queda por debajo de la superficie (puntos minimos)
mientras que en otros el plano queda por encima de la superficie (puntos méaximos). Esto
se resume en las siguientes definiciones:

Definicion (Puntos Extremos):

La funcién z = f(x,y) tiene un punto extremo en P, si, y solo si, P, es un punto
estacionario y en una vecindad B(P,, ) de P, (Se lee: entorno con centro en P, y
radio € > 0) se cumple:

a) si f(P)<f(P,) VPE€B(Py,e) = enP,hayun maximo relativo
y el valor f(P,) recibe el nombre de VALOR MAXIMO RELATIVO
b) si f(P) = f(Py) VP E€B(Pye) = en P, hay un minimo relativo

y el valor f(P,) recibe el nombre de VALOR MINIMO RELATIVO

Observacion

Cualquier punto P de un entorno B(P,, €) de P, es el resultado de hacer un incremento
Ax = h desde x, y un incremento Ay = k desde y,, esto es

P=(xqg+Ax,y, +A4y) = (xo+hy,+k)
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Ejemplo: Calcular los puntos estacionarios de la funcion z = y? — x?
Solucién: Por lo dicho anteriormente, para
hallar los puntos estacionarios tenemos que
encontrar las derivadas parciales e
igualarlas a cero. Los valores de x e y que
cumplan estas ecuaciones son los puntos
estacionarios

A
Yoty L P
k = Ay |
Yol By B
h = Ax
A Xo XIO + Ax
v
Zy = —2x =
Zy = 2y =0

Los valores de x e y que verifican estas ecuaciones simultaneamente son x =y = 0.
Ademaés f(0,0) = 0.

Si observamos la gréafica de esta funcion vemos que:

Para puntos del plano xy ubicados sobre el eje x (los que cumplen que y = 0) tenemos
que la funcién toma los valores f(x,0) = —x? < 0.

Para x = 0 y distintos valores de y, esto es, para los puntos que se encuentran sobre el
eje y, la funcion vale £(0,y) = y% > 0.

Como f(0,0) = 0 para puntos P = (x,y) proximos al punto estacionario P, = (0,0)
tenemos que Af = f(P) — f(P,) es positivo 0 negativo dependiendo la direccion
adoptada, esto es, dependiendo de los valores elegidos para Ax y Ay.

Esto significa que P, no es punto extremo porque para puntos de un entorno de P, la
funcion alcanza valores mayores a f(P,) y menores a f(Pp).
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Definicion de Punto de Ensilladura o punto silla

Dado un campo escalar z = f(x,y) y un punto P, de su dominio, decimos que en P,
hay un punto de ensilladura si y solo si P, €s un punto estacionario y ademas para
algunos puntos préximos a P, se verifica que f(P) > f(P,) mientras que para otros
puntos proximos a P, se verificaque f(P) < f(P,)

Si lo analizamos geométricamente, en un entorno de P, el plano tangente a la superficie
en (xo,yo,f(xo,yo)) = (0,0,0) deja parte de la superficie por encima y otra parte por
debajo. En la gréfica se observa que cerca del punto (0,0) la superficie tiene la forma de
una silla de montar, y por ello se dice que P, es un punto silla o de ensilladura de f

Resumiendo:
Condicién necesaria y suficiente de Puntos Estacionarios fx(Po) = f,(Py) =0
Condicién necesaria de Extremos fx(Po) = f,(Py) =0

Teorema (Condicidn Suficiente de Extremos):

Siz = f(x,y) es un campo escalar diferenciable hasta orden 2 como minimo en un punto
estacionario P,, entonces se cumplen

e Sid?f > 0 entonces P, es un minimo

e Sid?f < 0 entonces P, es un maximo

e Sid?f >0 0 d?f <0 dependiendo de la direccion entonces P, es un punto de
ensilladura.

Demostracion: Como f(x, y) es diferenciable hasta orden 2 como minimo, entonces por
el desarrollo de Taylor en un entorno de P, se tiene que

dzf(xO' yO) +e (*)

f(xo+hyo+ k)= f(xo,y0) + df (x0,y0) + >

Luego, el incremento de la funcion viene dado por:

d?f(x,,
f(o}’o)_}_é3

Af = f(xo+hyo + k) — f(x0,¥0) = df (x0,¥0) + >

Como P, es un punto estacionario, resulta que df (xo, vo) = 0, y por lo tanto
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1
Af (x0,¥0) = zdzf(xo'YO) +e

Despreciando el error € y desarrollando la expresion de la diferencial segunda obtenemos

~ 1 2 — l 2 2
Af (xo,y0) = 5 ad*f(xe,y0) = > (fxx(xo'YO)h + zfxy(x():%)hk + fyy (X0, Yo)k )

La notacion Ax = h, Ay = k tiene sentido porque es como hacer un cambio de variables
0 una traslacion de ejes quedando como origen de coordenadas el punto P,. Luego
cualquier valor que tome Ax a la derecha o izquierda de P, es como Si en mi nuevo sistema
de ejes h fuese positivo o negativo, respectivamente. idem para k en la direccion vertical.

N
k
y
Yop———- <
h
Y
X0 x

Luego, como se consideran puntos (x, y) préximos a (xq, ¥o),
si d?f(xg,y0) > 0 entonces Af (xg,yo) > 0.
Del mismo modo,
si d?f(xg,y0) < 0 entonces Af (xg,y,) < 0.
Esto suele denotarse con
sign(Af) = sign(d*f)

En esta notacion se debe tener la precaucion de que si d?f = 0 en alguna direccion
entonces no necesariamente Af = 0, ya que en este caso el signo del error ¢ deja de ser
despreciable y se verifica que sign(Af) = sign(e). Luego deben analizarse mas término

del desarrollo de Taylor (*) para clasificar el punto estacionario. Mas adelante
ejemplificaremos esta situacion.

Reemplazando las siguientes constantes por la notacion mas compacta dada por:
fex (X0, ¥0) = A, fxy(xo:YO) =B , fyy(xo,YO) =C
la expresion del diferencial segunda no es otra que una expresion cuadraticaen hy k

d2f (xo,yo) = Ah? + 2Bhk + Ck? *)
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Si el signo de d?f (xg, y,) €s el mismo para cualquier valor de h y k (cualquier direccion)
entonces en (x,, ¥o) habrad un maximo o minimo relativo dependiendo del signo, ya que
para todo (x,y) = (xo + h,yo + k) en un entorno de (x,, y,) se verifican:

Af(Py) = f(x,y) — f(x0,¥0) > 0= f(x,¥) > f(x0,¥0) & en Py hay un minimo
relativo

Af(Py) = f(x,y) — f(x0,¥0) <0 = f(x,¥) < f(x0,¥0) < €n Py hay un maximo
relativo

Por otro lado, si el signo de d?f (x,, v,) varia dependiendo de la direccién (depende de h
y k) entonces f(x,y) > f(x,yo) paraalgunos punto de un entorno de Py, y f(x,y) <
f(x0,¥0) para otros puntos del mismo entorno. En resumen, en estas circunstancias en P,
hay un punto de ensilladura.

Finalmente si existe algun punto del entorno distinto de P, para el cual Af (P,) = 0 (esto
es: f(x,y) = f(x0,¥0)), entonces se deben incorporar diferenciales de mayor orden en
la aproximacion de Taylor para analizar y desglosar mejor el signo del error ¢.

En resumen: Pasos a seguir para determinar los puntos extremos
1) Se determinan los puntos estacionarios resolviendo el sistema de ecuaciones

fx(xv Y) =0

fy(x: y) =0
2) En cada uno de los puntos estacionarios se debe analizar el signo de Af
determinando el signo de la diferencial segunda. Para ello se debe completar cuadrados
en la expresion cuadratica dada en (*), y determinar si d?f es siempre (para cualquier
valor de h y k) positivo o negativo. En tal caso, en el punto en cuestién hay un minimo
0 maximo, respectivamente.
Si el signo de d?f no se puede determinar ya que es positivo o negativo dependiendo
de los valores de h y k considerados, entonces en el punto en cuestién hay un punto
de ensilladura.
Si no se da ninguna de las condiciones anteriores, se deben incorporar diferenciales de
mayor orden al analisis para poder clasificar al punto estacionario.

Ejemplo 1:
Hallar y clasificar los puntos estacionarios del campo escalar z = x? + y?
1)

fr=2x = 2x=0 = x=0
{fy=2y = 2y=0 = y=0
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En este sistema las ecuaciones son independientes, y, por ende, se resuelven por separado.
Luego tenemos un Unico punto critico o estacionario que serd el punto P, (0,0).

2) Para analizar el signo de Az se calcula el d?z. Para ello se deben calcular las derivadas
parciales segundas en el punto P, y luego construir la expresion del diferencial segunda

fux(y) =2 = f,(0,0) =2
foyx,y) =0 = f,(0,0) =0
fiy,y) =2 = £,(00) =2

Entonces

Az = d?f(Py) = 2h? + 2k? > 0 cualquier sea el valor de h y k distintos de cero

Luego se puede concluir que en el punto P,(0,0) la funcién tiene un minimo y el minimo
valor de la funcion sera £(0,0) = 0.

Note que d?f(P,) es igual a 2h? + 2k?, expresion que cuenta con 2 términos. Esta
cantidad coincide con la cantidad de variables incrementales (h y k). Esto debe verificarse
siempre para evitar que exista alguna direccion en la que d?f(P,) = 0 como veremos
mas adelante.

Ejemplo 2:
Hallar los puntos extremos del campo escalar f(x,y) = 2x? + 2xy + y% + 2x — 10

1) Calculo de los puntos estacionarios:

0z

a=4x+2y+2=0 = 4x —2x+2=0 = x=-1
() U

| 92 v s2y =0 1

kay X y y X y

Luego en este ejemplo existe un unico punto estacionario Py(—1,1)

2) Clasificacion del punto estacionario

Se debe calcular la diferencial segunda en ese punto y analizar el signo de Az. Esto
significa que se calculan las derivadas parciales segundas y luego se evaltan en el punto
estacionario hallado

10
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Py(—1,1)
dx? ax2 "~ °
0%z 0%z
e %(Po) =2
0%z 0%z
o7 2 a_yz(PO) =

Luego
d?f(Py) = 4 h? + 2.2hk + 2k? = 4 h? + 4hk + 2k?

Necesitamos determinar el signo de esta expresion para cualquier valor de h y k. A
diferencia del ejemplo anterior, en este caso aparece el término cruzado que nos impide
determinar el signo de d?f(P,) a simple vista. Nos planteamos entonces hacerlo
desaparecer de la expresion, y para ello, se propone completar cuadrados. Para ello
debemos sumar y restar una expresion de tal manera que aparezca un trinomio cuadrado
perfecto. Antes de completar cuadrados se recomienda sacar factor comun el coeficiente
del término cuadratico de cualquiera de las dos variables (h 6 k).

d2f(P,) = 4h? + 4hk + 2Kk?

= 4 (h? + hk) + 2k?

1 1
— 2 2 _ 2 2
—4(h +hk+4k 4k)+2k

1
—4 (h2+hk+Zk2)—k2+2k2

2

1
=4(h+§k) +K2>0  Vh Vk

Esto significa que en el punto Py(—1,1) la funcién alcanza un_minimo por ser
sign(Az) = sign(d?z) > 0.

El valor minimo de la funcién sera f(Py) = —11

Note nuevamente que d?f(P,) depende de 2 términos, cantidad que coincide con la
cantidad de variables incrementales (h y k). El préximo ejemplo tiene como fin explicar
que sucede cuando estas cantidades no son iguales.

Ejemplo 3: Hallar y clasificar los puntos criticos de

flo,y) =x"—y?

11
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1) Calculo de los puntos estacionarios:
fo=4x3 = = x=0
fy=-2y=0 = y=0
Luego en este ejemplo existe un Gnico punto estacionario P,(0,0)

2) Clasificacion del punto estacionario.

Completemos el cuadro con las derivadas de segundo orden:

P,(0,0)
frx = 12x? frx(Po) =0
fxy =0 fxy(PO) =0
fyy = =2 fyy(Po) = =2
Luego
d?f(Py) = Oh? + 2.0hk — 2k? = —2k? < 0

Se considera el < en lugar del < porque no aparece h. Note que d?f (P,) depende de 1
término, y que sin embargo, la cantidad de variables incrementales es 2 (h y k). Esto
implica que si nos movemos en la direccion del eje x (k = 0), resulta que d?f (P,) = 0,
y por ende no se verifica que d?f(P,) < 0 en cualquier direccion, esto es, para cualquier
valornonulode hy k.

En este contexto, es que debemos incorporar al analisis términos de mayor orden en la
aproximacion de Taylor (*) para saber si la funcion crece o decrece en la direccion del
eje x.

d?f(x0, Vo) + d*f (x0,¥0) te

Af =df(xo,y0) +

2 3!
Con
P,(0,0)
frxx = 24x frxx(Po) =0
fxxy = fxyy =0 fxxy(PO) = fxyy(Po) =0
fyyy =0 fyyy(Po) =0

dBf(PO) = fxxx(PO)h3 + 3fxxy(P0)h2k + 3fxyy(P0)hk2 + fyyy(PO)k3 =0

Vemos que el diferencial tercero no da informacion extra sobre el signo de Af. Por este
motivo incorporamos el diferencial cuarto de la funcion.

d?f(x,, d3f(x,, d*f(x,,
f(zo 3’0)+ f(3:) 3’0)+ f(4'0 }’0)+€

Af = df(xo,y0) +

12
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Con
PO (OIO)
fyyyy = 24 fyyyy(Po) =24
f;cxxy = f;cxyy = fxyyy =0 fxxxy(PO) = fxxyy(PO) = fxyyy(PO) =0
fyyyy =0 fyyyy(Po) =0
d*f(Py) = frxxx(Po)h* + ceros ... = 24h*
Luego

1 1 1
Af = df(xo,y0) + Edzf(xo;J’o) + gd3f(xo,}’o) + ﬁd4f(xo,}’0)
-0 =—2k2 =0 =24h*

= —2k?+24h* 20

Por lo tanto necesitamos hasta el diferencial cuarto para darnos cuenta que el signo de Af
depende de la direccion en la que nos movemos, esto es, depende del valor de h y k
considerado.

Por lo tanto, en P, hay un punto de ensilladura.

Ejemplo 4: También suele suceder que en una
direccion la superficie se mantenga constante
generando mdaltiples puntos extremos, a los cuales se
los conoce como casi maximos o casi minimos. z/

Sea z = y? cuya gréfica es la mostrada en la figura.
Luego

Al calcular las derivadas parciales e igualarlas a cero,
concluimos que y = 0, pero no obtenemos ningun valor
particular para x. Tal y como se ve en la figura, esto
significa que x puede tomar cualquier valor. En otras
palabras, existe una direccién (eje x) para la cual la
funcion se mantiene constante en su valor minimo.

Si fijamos arbitrariamente cualquiera de sus puntos criticos, los cuales son de la forma
P, = (x,, 0) resulta que el diferencial segundo viene dado por

13
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Py(x,0)
0%z 0%z
2= 0 | gz =
0%z 0%z
oxy @(Po) =
0%z _, 0%z P) =
dy? B dy? 0s =

ANO 2026

d2f(Py) = Oh? + Ohk + 2k? = 2k% > 0

Note que nuevamente d?f(P,) = 2k?* no depende de h, e incluso cuenta con 1 solo
término siendo que hay 2 variables incrementales (h y k). Esto hace que si desde P, nos
movemos en la direccion del eje x (donde k = 0) entonces d?f(P,) = 0. Nuevamente la
condicion necesaria y suficiente para la existencia de un extremo relativo no se puede
usar para clasificar el punto critico, y debemos analizar términos de mayor orden en el
desarrollo de Taylor. Sin embargo, en este caso, todas las derivadas de orden superior son
nulas, y por ende, no tiene sentido continuar con el analisis de signo. La conclusion es

entonces que, en este caso, sobre el eje x hay un casi minimo.

14



