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INTEGRALES DE SUPERFICIES DE
CAMPOS VECTORIALES

INTRODUCCION

Se definieron dos tipos de integrales curvilineas, una para campos escalares y su
generalizacion para campos vectoriales. Veamos las diferencias entre ambas integrales:

b R b_)
ff(x,y,z)ds =f FE®) I7®lde s fF(x,y,z) d?zj F(7()). 7' (t)dt
C a Cc a

Se aprecian dos diferencias:

e Laprimera es el cambio del diferencial escalar ds por el diferencial vectorial d7
e Lasegunda es que se elimind el médulo o norma del vector 7'(t)

Conservando la misma filosofia de generalizacion, la generalizacion natural de las
integrales de superficie sobre campos escalares

ffsf(x,y,Z)dS = ffo(?(u, v))||?u A7 || dudv

viene dada por una expresion de la forma
ffﬁ(x, y,z) dS = ff ﬁ'(?(u, v)).?u AT,dudv
S H

Para que esta definicidn tenga sentido deberiamos definir que es el diferencial vectorial

de superficie ds, y deberiamos interpretar fisicamente el resultado que se obtiene al
resolver la integral. Estos objetivos los resolveremos a lo largo del capitulo, pero antes
estudiaremos el concepto de superficie orientable, el cual es trascendental para
desarrollar los conceptos mencionados.

Superficies Orientables

Es deseable que en cada punto de una superficie de
R3 existan dos vectores normales que tengan la : n,
misma direccion pero sentido opuesto. Dependiendo
del orden en que se realiza el producto vectorial, se |
halla uno o el otro (ver Fig. 1). |

Es deseable que al desplazar el punto de aplicacion
sobre la superficie, tanto el vector normal 7; como S
el vector normal 7, siempre queden apuntando /

hacia el mismo lado de la superficie, esto es, es Figura 1
deseable que la superficie tenga dos caras. Las
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superficies que verifican esta propiedad se denominan superficies orientables.

No todas las superficies son orientables, incluso hay superficies regulares que no son
orientables como la Cinta de Mobius. La Figura 2 muestra intuitivamente el proceso de
construccion de la Cinta de Mobius, la cual resulta tener una sola cara.

» .
A D g’ ‘Z
Pe .
. =% l 75 ’/ ’
,.4, T
- ,/‘ \“
e

Figura 2: La superficie llamada Cinta de Mobius es un ejemplo de superficie que tiene una
sola cara. Para construirla se debe toma una cinta de papel, hacerle un doblez y luego
pegarle los extremos. Si toma un lapiz y desplaza la punta sin levantarla por la cara
interna de la cinta desde un punto P, al completar un giro se llega al punto P pero del otro
lado de la cinta. Eso significa que la superficie tiene una sola cara.

Una posible parametrizacion de la Cinta de Mobius es
7w, v) = X(w,v),Y(w,v), Z(wv))
siendo

x=Xw,v) = (1 +vcos(u))cos(2u)
y=Yw,v) = (1 +vcos(u))sen(2u)
z=2Zu,v) = vsen(u)

con 0<u<m —-1<v<l.

Note que fijando v = 0, se forma la curva C de
ecuacion paramétrica

x = cos(2u) Figura 3
y = sen(2u) con 0<u<smn
z=20

O equivalentemente, haciendo t = 2u,

X = cost
y=sent con 0<t<2m
z=0
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Esta curva es una circunferencia de radio 1 que forma parte de la superficie.
Analicemos como es el vector normal a la superficie y luego veamos como cambia el
mismo al deslizarnos por la superficie siguiendo la curva cerrada C.

Comencemos calculando el vector normal a la superficie:

X, = —sen(u) (4 cos(u) — v + 6v cos?(w))
7, = (XY, Z,) con Y, = 6vcos3(u) + 4 cos?(u) — 4v cos(u) — 2
Z,, = vcos(u)

X, = 2 cos3(u) — cos(u)
7, = (X,,Y,,Z,) con Y, = —2sen(u) (sen?(u) — 1)
Z, = sen(u)

Por lo tanto, un vector normal viene dado por

—

N=7%,A7,=(ab,c)

con
v
a = sen(3u) — sen(u) — vsen(2u) + Esen(4u)

b = 4cos(u) — v + 6vcos?(u) — 4v cos*(u) — 4 cos3(u)
c =—-2cos(u) (vcos(u) + 1)

Note que 7(0,0) = #(mr,0) = (1,0,0) es un punto de la superficie, que ademas es el
punto inicial y final de la curva cerrada C.

Sin embargo, usando (u, v) = (0,0) el vector normal resulta ser
N = (a,b,c) = (0,0,—2)
y usando (u, v) = (m, 0) el vector normal resulta ser
N = (ab,c) =(0,0,22)

Note que al deslizarnos por la superficie de forma continua siguiendo la curva C, el
vector normal paso de ser (0,0, —2) a ser el opuesto (0,0,2) luego de cerrar el circuito.
Esto muestra que la cinta de Mdbius tiene una sola cara, y que por ende no es una
superficie orientable.

De ahora en mas, para evitar ambigiiedades, trabajaremos solo con superficies
orientables.



CALCULO Il (IPE - MEC) ANO 2024

Interpretacion fisica (Flujo)

Figura 4

Analicemos en detalle cada parte de la propuesta de definicién de integrales de
superficie de campos vectoriales (ver Fig. 4 para méas detalles) dada por:

] j FdS = f f PR )i ARdudy (1)
S H

(u, v) son los parametros y 7 es la parametrizacion de la superficie S

7(u, v) es un punto arbitrario de la superficie

-

F(#(u,v)) es el valor vectorial que toma el campo en el punto #(u, v)

N =7, A%, es un vector normal a la superficie en el punto 7(u, v)

TNty

Partiendo de (1), si 7 = es un vector unitario normal a la superficie en el punto

17Tyl
7(u, v) entonces

ﬂﬁd_s’ - ﬂ (7w, v). 7. 17 A 7 |l dudv
S H

7 depende del punto 7(u, v) de S sobre el que se esta trabajando, por lo que en realidad
deberiamos escribir 77 = 7(#(u, v)), esto es

j j Fas= j j F(7(w, ). A(F @ ). I A R [l dudy = J j Fids @)
S H S

donde en la dltima igualdad se uso la definicion de integral de superficie del campo
escalar F.7 .

De (2) surge que la definicion natural del diferencial vectorial de superficie es

dS =R dS =7, A7, dudv
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Ademas, se pueden hacer las siguientes observaciones:

e F.7 =0 cuando el campo es tangencial a la
superficie en el punto en cuestion. VA

o Fii= ||13|| cos (ang(ﬁ, ﬁ)) “

e F.7 cuantifica el nivel de penetracion del

T

campo en la superficie S. Esta idea intuitiva
se la denomina flujo, y la integral sobre S
representa el flujo total o cumulado ¢ del
campo sobre S en la direccion determinada
por 7t

Figura 5

Integral de superficie de campos vectoriales

Definicion
Sea ﬁ(x,y,z) un campo vectorial continuo y acotado en D € R3. Sea S € D una
superficie regular y orientable, con una representacion paramétrica dada por

7(u,v) = X(w,v),Y(uw,v),Z(u,v)) con(u,v) €EH talque 7(H)=S
Se define la integral de superficie de campos vectoriales como

’UFIS‘) = ﬂﬁﬁds =ﬂﬁ'(?(u,v)).?u/\ﬁ,dudv
s s H

Int. Sup. Campos Int. Sup. Campos Integral Doble
Vectoriales Escalares

Observaciones;

o La definicion depende del sentido del vector normal, por lo que debe especificarse
para evitar confusiones. Aqui es donde se hace evidente la necesidad de que la
superficie sea orientable para evitar ambiguedades.

e Cuando F =V es la velocidad de un fluido, la integral se llama caudal
volumetrico.

e Para un campo F cualquiera, la integral se llama Flujo de F.

e Si ¢ > 0 entonces el flujo sera a favor de la direccion de 7.

e Si ¢ < 0 entonces el flujo del campo vectorial F es contrario a la direccion de 7.

o Si la superficie es cerrada se habla de flujo entrante o flujo saliente de acuerdo a la
direccion de 1.
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Ejemplo 1
Hallar el flujo del campo vectorial F=xi+ yj + zk sobre la superficie z = x? + y?
limitada por el cilindro x2 + y2 = 4

S es la porcion de Paraboloide que queda

limitada por el cilindro. La proyeccion de la

superficie delimitada por el cilindro es el circulo

H. A cada punto de H le corresponde como

4 = x? + y? altura la z del paraboloide, la cual expresada en
las coordenadas polares queda z = p?.

z=x%+y?

K

Figura 6

1. Se debe calcular 7, el vector normal fundamental, y expresar al campo vectorial
en las coordenadas elegidas

x = p cos(6)

0<6<?2nm S
y= pzsen(e) 0<p<2 7(p,0) = (pcos(8),psen(8),p?)
zZ=p

Aqui es cuando deben preguntarse ¢en qué
direccion estoy calculando el flujo?

Tenemos dos posibilidades:

ﬁ = 7_’;, N _)9 - T_)b N _)9
= (—2p?cos(8),—2p*sen(8), p)
0

N =79 A1, =17, ATy

= (2p?cos(0),2p? sen(8), —p)

Figura 7

Los resultados finales, como es de esperar,
solo variaran en el signo.

2. Se expresa el Campo Vectorial en términos de la parametrizacion.
F=(xy72) = F(#(p0)) = (pcos(8),psen(8),p?)

F(#(p,0)).N = (2p3 cos?(0) + 2p3 sen?(8) — p3) = p3
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3. Ahora se calcula el Flujo como

2T 2
b = ffﬁ.ﬁ’z ﬂ F(#(p, 0)).7, A75dpdd =f f p3dp do
S H 0 0

21T ,042 27T
=f — d@zf 4d0 =8m
0 4 0

0
Flujo a través de una superficie cerrada

Una superficie S es cerrada si encierra totalmente un volumen acotado y conexo V. Si se
calcula una integral de superficie sobre una superficie cerrada se considera el vector
normal saliente a no ser que se indique lo contrario.

Anteriormente se dijo que si la superficie es
orientable entonces existen dos vectores
normales con igual direccion, pero sentidos
opuestos

En la superficie cerrada de la Figura 8 hay dos
normales por cara, la que apunta hacia afuera
de la superficie cerrada (por convencién
considerada positiva) y la que apunta hacia el
interior (considerada negativa)

Normal Saliente 71

Normal Entrante —71

Figura 8

Las lineas de campo entran y salen del sélido, originando flujos negativos (entrantes) y
positivos (salientes). Luego, el flujo neto o total se define como

Breto = # F.ndS
S

" Sipeo >0 = Entonces indica que el balance es positivo dominando
el flujo saliente. Esto significa que sale mas de lo que
entra, por lo cual dentro del sélido hay una fuente.

" Sipeto <0 = Entonces indica que el balance es negativo dominando
el flujo entrante. Esto significa que sale menos de lo
que entra, por lo cual dentro del sélido hay un
sumidero.

" Si Ppeto =0 = El Campo es solenoidal
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Ejemplo: Hallar el flujo que atraviesa la superficie
cerrada conformada por S;: x% + y2 =4, S,:z=0
y S3:z = 5siendo F= (x,y,2).

Solucion:

La representacion paramétrica varia segin la
superficie. En este ejemplo se debe calcular el flujo
en cada una de las superficies que limitan al sélido
y luego sumar los resultados de cada flujo

1. Flujo a través del cilindro
2. Flujo a través del plano z =10
3. Flujo a través del plano z = 4

ANO 2024

Figura 9

1. La superficie cilindrica es la cascara del cilindro, luego si se observa la Figura 9, el
cilindro se genera tomando la circunferencia de la base y levantando cada uno de sus
puntos siguiendo lineas rectas verticales. De esa forma la representacion paramétrica

sera
x = 2 cos(0) 0<6<2n
y = 2sen(H) 0<z<5
zZ=2z -

El vector Normal Fundamental sera

A

é
0x
N =7 AT, =36
0x
oz

é;
dy
20
dy
9z

€3
0z
26
0z
9z

7(8,2) = (2cos(8),2sen(H),z)

é é é;

= [-2sen(d) 2cos(8) O

0 0 1

N = (2cos(8),2sen(8),0)

Debo graficar este vector para poder determinar si es saliente. En este caso particular
su tercer componente es cero, entonces me guio por los signos de las dos primeras

componentes, las cuales en el primer cuadrante son positivas. Esto implica que N es

saliente.

Por otro lado, el campo expresado en términos de la parametrizacion sera
F(7(8,2)) = (2cos(8),2sen(8),2)

Por lo tanto, el flujo a través del cilindro sera

F(7(6,2)).N = 4

2w 5
bs, = ff F.dS = ff F(7(6,2)). 74 A T,d6 dzzf f 4dz do = 40m
S1 H 0 0
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2. Flujo através del plano z = 0
Podemos parametrizar en coordenadas cartesianas quedando

X=X

{y =y N = (0,0,1)
z=0

Pero como debe ser saliente elegimos el opuesto, 0 sea: N =(0,0,-1)

ElI Campo expresado en la parametrizacion sera

F(F(x,)) = (,7,0)
El producto escalar entre los dos ultimos vectores sera
F.N=0

¢52,=ﬂ ﬁ.ﬁ:} 0dS =0

Luego

3. Flujo a través de S5:

La parametrizacion del plano z = 5 es
X=x
{y =y
z=5
Luego N = (0,0,1) es saliente a la superficie cerrada.
El campo expresado en la parametrizacion sera
F(F(x,y) = (6,5
Luego
F.N=5

¢s, =ﬂ F.ds =ﬂ Sdxdy
S3 H

La region H es la proyeccion sobre el plano xy de la porcion del plano z = 5 que se
encuentra en el interior del cilindro (ver circulo rojo en la Figura 11).

El flujo es

Como H es un circulo conviene trabajar en coordenadas polares
{x=pcos(6) B 0<p<s?2
y = p sen(6) =P 0<0<2m

N 2 2
¢3=ff F.dS=5f d9fpdp=20n
S3 0 0

El flujo total sera

#F.ﬁds = ¢s, + G5, + Ps, = 40w + 0 + 207 = 607
S

10
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DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL

Para que estas propiedades sean independientes de la Superficie cerrada y que dependan
de un punto se recurre al concepto de Divergencia del Campo Vectorial F

Definicion: Divergencia de un Campo Vectorial F en un punto P, esta definida por

R F.nds
div(F)|P0 = lim i3 (D

AV>0 AV

Py

Az °
AV

Ay Ax

Figura 10

De su definicion observamos que es una funcion puntual que mide la capacidad del
campo de generar flujo. Es la cantidad de Flujo por unidad de Volumen que abandona el
solido. Se puede decir que

La divergencia es una densidad volumétrica de Flujo

Teorema: Si F(x, y,z) = (P(x, y,2),Q0(x,y,2),R(x,y, z)) es un campo vectorial
donde sus componentes P, Q y R tienen derivadas parciales continuas, entonces

0P 3Q 4R

div(ﬁ) =§+E+E

Demostracion:

Si trabajamos con un volumen diagramado la Figura 10 entonces AV = Ax.Ay.Az
donde AV — 0 si, y solo si, simultdneamente Ax — 0, Ay - 0, Az = 0.

Supongamos que P, (xq, Yo, Zo) €stéa en el centro del sélido

Las 6 caras del solido en conjunto forman la superficie S que Sz
aparece en (1), esto es

S 4

S=S,US_,US,US_,US,US_,

donde Sy, S, y S, son las caras indicadas en la Figura 11, mientras ~ Figura 11

11
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que S_,, S_, ¥ S_, son las caras opuestas.

Concentrémonos en la cara S,, la cual se parametriza con
N Ax Ay Ay Az Az
r(y,z) = (xo +?,y,z) CON yo——SYys<Yot— , 20— SZ<Zy+—
El vector normal viene dado por

N =# A% =(0,1,0) A (0,0,1) = (1,0,0)

Luego

F#(,2).N = (PG(¥,2)), Q¢ (1,2), RGF(¥, 2))). (1,0,0) = P(F(,2))

Ax
= P(xo +7,y,z)

Por lo tanto
y°+ATy Z°+% Ax
¢Sx:f Ay f Ay P<x0+7,y,z>dzdy
YYo= YZo—%

Como la superficie de integracién es lo suficientemente pequefia, y P tiene derivadas

. . . A
parciales continuas, podemos aproximar P(x0+7x,y,z) con la constante
A
P (xo + ?x,yo,zo). Luego

Az

y0+7 Zo+ 2 Ax AX
R I S e S
2

z V4
i
2 cte

Esta aproximacion se convierte en identidad cuando Ax — 0.

Analogamente se prueba que
Ax
¢bs_, = —P (xo - 7'370,20) AyAz,

Ay Ay
¢s, = Q (XO'yO + 7’20) AxAz, ¢s_, = —0Q (xo'}’o - 7;Zo> AxAz

Az

Az
s, = R (xo»}’o'zo + 7) AxAy, ¢s_, = —R (xo,)’o'zo - 7) AxAy

12
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Por lo tanto

¢s, t bs_, T+ bs, T+ Ps_, + Ps, + Ps_,

div(F) |, = lim

AV—0 AV
_ Os, T Ps TP, T b5 s, + b5,
= lim
Ax—>0 Ax.Ay.Az
Ay—0
Az—0

P(xo +A2_x,}’0:Zo)—P(x0—A2_x:3’o’Zo)

- Alylcr—r}o Ax
A A
- Q (XO:YO + Ty:Zo) -0 (Xo:yo —Ty;zo)
+ lim
Ay—0 Ay
Az Az
R (XO:J’O:ZO + T) - R (xo'}’o:ZO - 7)
+ lim
Az—0 Az
=2 e+ L ey + Ly
L A VR

Como esta igualdad vale para todo punto P,, finaliza la demostracion.

Si se quiere conocer el flujo total que atraviesa una superficie cerrada, se debe integrar
la div(F) a todo el sélido dando origen al Teorema de la Divergencia.

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA O TEOREMA DE GAUSS

Sea F(x,y,z) = P(x,v,2)i+Q(x,v,2)] + R(x,y,z)k un campo vectorial cuyas
componentes P, Q y R tienen derivadas parciales continuas; y sea S una superficie
cerrada, regular a trozos y orientable que encierra un volumen V; entonces

# FdS = f f f div(F)dv
S |4

Este Teorema es muy importante y relaciona una Integral de Superficie de Campos
Vectoriales con una Integral Triple.

Si se necesita calcular el flujo neto que atraviesa un solido limitado por distintas
superficies, se debe calcular el Flujo a través de cada superficie y luego sumar todos los
flujos para calcular el Flujo Total. A veces es mas sencillo aplicar el teorema y se
resuelve con una sola integral triple.

13
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Ejemplo: Aplicar el teorema para verificar el flujo hallado en el ejemplo anterior, en

donde el campo viene dado por F= (x,y,z) y la superficie cerrada esta conformada
por S;:x2+y2=4,5,2z=0 Yy S;:z=05,

Como la superficie es cerrada, el flujo total se puede calcular directamente aplicando el

Teorema de la Divergencia
#ﬁ ds = ff div(F)dv
S 14

Para hallar los limites de integracion correspondientes al volumen V podemos usar
coordenadas cilindricas

x = pcos(6) 0<6<2m
{J’=Psen(9) d=p 0<p<2
z=z 0<z<5

div(F)=1+1+1=3

N 21 2 5
f f div(F)dV = f do f pdp f 3dz =607
14 0 0 0

Precauciones:
a) El teorema de la divergencia se aplica solamente cuando la superficie es cerrada

b) Se debe tomar siempre la normal saliente de la superficie

VECTOR ROTOR

El Teorema de Green nos dice que si € € R? es una F=(,0
curva cerrada simple regular a trozos, positivamente S
orientada; D es la region interior encerrada por C; y

F=(P,0):DCSR*->R? es un campo vectorial 7 v
continuas. Entonces

fror= [ 02 )
r= — ——)dx
c p\dx 0Jy Y

Con el fin de extender este resultado a 3D, |
interpretemos fisicamente la cantidad

14
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. ATRA A R M KB
y veamos que esta cantidad cuantifica j,f j: '_: ',,' T T i R

la capacidad rotacional de un campo /7 777777 77 GRS e
bidimensional.

Uno de los ejemplos mas simples de un

campo vectorial que describe la fo1 ¢ oo ¥ ot »
L5 AL e g ter-e fepicisive LT B BV

rotacion de un fluidoes F = (=y,x),el 1 v v v v v v v oo ofe e e s B

cual representa un fluido moviéndose | . ... .. olo. .. RS AP

en circulos (ver Figura 12). Este campo % % v v v v v sttt m 0 0 0
intuitivamente tiene una gran capacidad -« « « « « w o w w w Hew s o s s SS
rotacional en el sentido anti horario, > """ """ "7 L
PEr0  NECcesitamos  UN  INAICE  QUE s st s s s ot s e i oo o o o o 2
cuantifique esta caracteristica. Figura 12

Si miramos sobre cualquier eje horizontal como por ejemplo el eje x, a medida que

aumenta en valor de x es importante que aumente la componente Q del campo para

. . . . . ad

generar los giros en el sentido anti horario. Luego es importante que % sea grande.

Por otro lado, si miramos sobre cualquier eje vertical como por ejemplo el eje y, a
medida que aumenta en valor de y es importante que disminuya la componente P del

. : ap
campo para generar los giros buscados. Luego es importante que — P sea grande.
9Q

dx
campo bidimensional en el sentido anti horario.

I ap - . _
Es por ello que se usa el indice ~ para cuantificar la capacidad rotacional de un

Anélogamente, si el campo fuese tridimensional de la forma F= (P, Q,0) las
conclusiones serian las mismas, pero podriamos hablar de rotaciones sobre planos
paralelos al plano coordenado xy, o lo que es lo mismo, giros usando al eje z como eje
de giro.

Para campos de la forma general F= (P, Q,R) también podemos hablar de capacidad

rotacional alrededor de ejes paralelos a los ejes x e y. Estos conceptos son cuantificados
aQ . aP 0OR

5, Y 5, ~ 5. respectivamente, y su deduccion es analoga a la

realizada anteriormente.

or los indices 9k _
p 2y

Con estos tres indices se puede conformar un vector denominado vector rotor del
campo, el cual viene dado por

15
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A B
—~ . la a al|_(oR aQy, (9P R\, (3Q aP\.
rouF) =VAR =\ 5wl = Gy 3) (G (G 3)F
P Q@ R

Luego podemos generalizar el Teorema de Green a 3D con el siguiente resultado, el
cual no probaremos porque escapa a los objetivos del curso

TEOREMA DEL ROTOR O DE STOKES

Sea ﬁ(x, y,z) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)] + R(x,y,z)k un campo vectorial cuyas
componentes P, Q y R tienen derivadas parciales continuas en un dominio simplemente
conexo D. Sea S D una superficie regular y orientable. Sea C el contorno de S una
curva cerrada y regular a trozos. Entonces se cumple

ﬂ-rot(ﬁ)a@ = ;ﬁd?
s c

Observaciones:

e Sj ﬁ(x,y) = (P(x,¥),Q(x,y),0) y S es una superficie contenida en el plano
xy, entonces N =17 =1(00,1), y por ende,
aQ oar ) 2Q 0P
dy

a (00 )_a—@

rot(ﬁ). n= (0,0,

Esto muestra que el Teorema de Stokes generaliza al Teorema de Green.
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e Si proyectamos el vector rotor sobre un vector unitario 7, esto es

rot(F).7

obtenemos la capacidad rotacional alrededor de un eje direccionado por tal
vector. Si ademas, este vector 7 es normal a una superficie S en un punto P,

entonces rot(ﬁ).?l cuantifica la capacidad rotacional del campo sobre la
superficie S alrededor de P,. Finalmente, si integramos este indice sobre la
superficie S obtenemos un indice global de capacidad rotacional del campo
sobre S. Toda esta informacion esta resumida en la frontera C de la superficie S,
y se puede calcular hallando la circulacion del campo sobre C.

Ejemplo

Supongamos un canal de ancho a. El que ha tenido oportunidad de ver el movimiento
del agua a lo largo de un canal habra observado que en el medio la velocidad del agua es
casi una constante V,, mientras que en las orillas la velocidad disminuye produciéndose
pequefios remolinos.

Por este motivo, modelemos el campo de velocidades con (ver Figura 12)
> T
F = (0, Vy sen (Ex) , 0)

El rotor ayuda a medir la capacidad de movimiento de rotacién que genera el campo, y
en este ejemplo viene dado por

rot(ﬁ) = (0,0, Vo % cos (g x))

Si se fija un molinillo en ambos lados se observa que éste gira en sentido contario en
ambos lados. Esta caracteristica es diagrama por los vectores verdes en la Figura 13.

rot(ﬁ )

Figura 13
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En la gréfica se puede observar como en las orillas el rotor tiene mayor médulo, pero de
sentido contrario y en el centro es nula. Si unimos los extremos de los vectores se

, -z . a
formara la funcion cos (g x) con amplitud V, —.

Ejemplo

Verificar el teorema de Stokes siendo g = 4 x2 _ 2
F=Qzxy?) y S:z=4—x%—y?
limitada por z = 0.

Comencemos con la integral curvilinea:
La curva C que es la frontera de la
superficie S, es la circunferencia roja
mostrada en la Figura 14, cuya
parametrizacion viene dada por

C:x*+y?=4

Figura 14

x = 2cos(0) 7'(8) = (—2sen(8),2cos(8),0)

y = 2sen(0) = 0<06<2m

z=0
Luego

F(7(9)) = (0,2 cos(8),4 sen?(H))
F(7(8)).7'(8) = 4 cos?(0)
Y por lo tanto la circulacion resulta ser
. 2m 2m sen(20)\|*"
ngdF = j 4 cos?(0)dO =2 (1 + cos(26))do = 2 <9 + %) =41
c 0 0 0

Veamos ahora si la integral de superficie que plantea el Teorema de Stokes da el mismo
resultado:

é € &

5 o 0 0
rot(F) = % @ 32l = (2y,2,1)
2z x y?

El paraboloide se parametriza con el auxilio de las coordenadas polares, debido que la
proyeccion de la superficie sobre el plano z = 0 es un circulo de radio 2. Luego
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x = p cos(6) N = 1, ATg = (2p* cos(8) , 2p* sen(6), p)
y = psen(6) 0<6<2n
z=4—p? 0<p<2

El rotor expresado en las coordenadas elegidas sera

_

rot(F) = (2psen(8),2,1)

El producto escalar entre el rotor y el vector normal sera

rot(F).N = (2p sen(8),2,1). (2p? cos(8), 2p? sen(8) , p)
= 4p3sen(0) cos(0) + 4p?sen(O) + p

Luego el flujo del rotor sera

ffrot(ﬁ).ﬁ = ff rot(ﬁ(p, 0)).?;, ATgdpdf
s H

21T 2
= j j (4p3 sen(0) cos(8) + 4p?sen(8) + p) dpdf = 4
o Jo

El Teorema de Stokes no especifica una determinada superficie S, sino que sélo pide
que el contorno de S sea C. Luego, se puede elegir calcular el flujo del rotor usando otra
superficie S que tenga a C como contorno. Por ejemplo, se puede usar como superficie
al circulo plano contenido en el plano z = 0 con borde en la misma curva C. En este
caso, la superficie se paramétrica con

{x:x —2<x<?2

2 Vi-x?<y<4-x2

y su vector normal es el vector N = (0,0,1). Luego

rot(F).N = (2y,2,1).(0,0,1) = 1

Entonces el flujo del rotor a través de la superficie del plano z = 0 limitado por el
paraboloide sera

ﬂmﬁ - U ldxdy = Area(H) = 4m
S H

Como vemos da el mismo resultado calcular el flujo del rotor sobre el paraboloide que
sobre el plano, porque ambas superficies tienen como borde la misma curva. Luego, si
la curva C es interseccion de dos superficies conviene tomar como superficie S la que
sea mas sencilla de trabajar.
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Observaciones:

e Si el rotor de un Campo Vectorial es nulo (irrotacional: el campo es incapaz de
producir movimientos de rotacién), entonces el campo es gradiente o conservativo,
ya que se verifican las igualdades requeridas entre las derivadas cruzadas de P, Q y
R. Luego

_

Si rot(ﬁ) =0 = El campo es irrotacional = fﬁﬁd? =0VC
c

= 3J¢ talque ﬁzw
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