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INTEGRALES CURVILINEAS

CURVAS
1) Curvas en R? (plano) se pueden definir en forma explicita, en forma implicita, y en
forma paramétrica.
a) Formaexplicita y = f(x)
Ejemplo:

A
v

v
Figura 1
b) Forma Implicita F(x,y) =0
Ejemplo:
x2+y?=4

Y2

Figura 2

x = x(t)
y=y(®
. e . . X =
Ejemplo: Siguiendo con el ejemplo de la Figura 1, {y — 241
. e . . x =2cost
Ejemplo: Siguiendo con el ejemplo de la Figura 2, {y — Jsent

c) Forma Paramétrica: {

2) Curvas en el espacio R3: Las curvas se definen como interseccion de dos superficies

o en forma paramétrica.

a) Interseccion de superficies:
Ejemplo: En la Figura 3 se muestra la interseccion del plano (paralelo al eje x)

con el cilindro, y la Figura 4 es la curva C que resulta de dicha interseccion, es
una elipse
x2+y?=1
C: {
y+z=2
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y+z=2
+yi=1
Figura 3 Figura 4
x =x(t)
b) Representacion Paramétrica: { y = y(t)
z=2z(t)

Ejemplo:

Conviene utilizar otras coordenadas distintas de las cartesianas como las polares,
debido a que la proyeccion de la curva en el plano xy es una circunferencia de
radio 1 al igual que el cilindro. Lo que varia de un punto de la curva a otro es la
altura de cada punto determinada por el plano 2 = y + z. Note que en el espacio
obtenemos la elipse.

y+z=2 (0,—1,3)

(—1,0,2)

(1,0.2)

xX+yi=1 -~
,| 0 \I
/_ -
Figura 5
x = cos(t)
y = sen(t) 0<t<2m
z =2 —sen(t)

NOTA: La curva es la representacion grafica de una funcion de una variable
independiente, ya sea expresada en forma explicita, implicita o en forma paramétrica.
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Definicién: Una curva es una funcion 7: I € R - R™ cuya grafica se denomina arco.

Si bien los conceptos de curva y arco son en esencia distintos, se suelen usar como
sindnimos.

En una curva, a cada numero real t se le hace corresponder un vector en el espacio
(generalmente de dimension 2 o 3). Este vector se denomina vector posicion y se
denota 7(t). Al variar t el lugar geométrico que une los puntos extremos de los distintos
vectores posiciones del espacio conforman un arco.

Trabajaremos en R3 por simplicidad, aunque la mayoria de los conceptos admiten una
generalizacion trivial a R™.

Ya sabemos que toda curva se puede expresar en forma paramétrica de la forma

x = x(t)
y=y(@®)
z=z(t)

Luego las funciones de la representacion paramétrica seran las componentes de 7(t)
7(t) = x()é, + y(0)é; + z(t)é;
En la practica generalmente se trabaja con una porcion de curva, por lo que se usa el

dominio I =[a,b]. A los puntos 7#(a)=A y #(b)=B se los denomina
respectivamente punto inicial y punto final de la curva, o los extremos de la curva.

A
Z

() = (x(), y(©), 2(1))

7 C
a
( t )
{ I J
0
y
X
Figura 6

Observaciones:

e Se puede pensar a la curva € como una deformacion o transformacion de un
intervalo recto [a, b].

e Las funciones x(t),y(t), y z(t) son funciones cuyo resultado es un numero,
esto es, son Campos Escalares.

e Una curva acepta infinitas parametrizaciones.
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e Se usa la variable t para denotar la variable independiente porque representa el
tiempo en la mayoria de las aplicaciones en la fisica.

Como las componentes de una curva son funciones escalares, todo lo visto para Campos
Escalares se puede extender para curvas.

1) Limite
th_)r{:) r(t) = tll_)rgx(t)el + th_)rgy(t)ez + tll_)rgz(t)eg,
2) Continuidad

Una curva es continua en t = t, si lo son cada una de las funciones componentes. Una
curva es continua si es continua en todos los puntos de su dominio.

Ejemplo: Las componentes de la curva

7)) = (In(®) ,V1-¢t)
estan definidas respectivamente para valores de t >0 y para t <1, por lo que el
dominio de la curva es el intervalo (0,1]. En este dominio la curva es continua.

3) Derivada

Se trabaja con derivadas totales porque las funciones componentes dependen de una
sola variable.

_ d7(t) _ dx(t) s dy(t) s dz(t) s

r(6) dt ar At g et o

Otra notacién

7 (6) = (x'(6),y'(©),2' (D))

Interpretemos geométricamente el concepto de derivada de una curva.

La derivada 7' esta definida de la misma forma que para las funciones de valores reales:
La derivada es el limite de un cociente incremental

Luego se define el incremento de la funcion como

AT

7(t + At) — 7(t)

Cuya interpretacién geométrica es: si el vector posicion #(t) tiene como extremo el
puno Py #(t + At) tiene por extremo el punto Q, el vector A7 es el vector secante que
une los puntos P y Q. A medida que el incremento At disminuye, el vector secante se
acerca mas a la curva hasta transformarse en vector tangente en el limite del cociente
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incremental cuando At — 0, que no es otra cosa que la derivada de #(t) en el punto P
(ver Figura 7).

e AP
r = 1m —
At—0 At
El vector 7’ tiene la direccion de la tangente a la curva C en el punto P y el sentido de
crecimiento del parametro

7(t + At)

Figura 7

4) Diferencial

Una funcion vectorial es suma de campos escalares por los versores, luego por la
propiedad que dice “la diferencial de la suma es la suma de diferenciales” se tiene

7(t) = x(£)é, +y(t)é; + z(t)é;
dr(t) = dx(t)é, + dy(t)é, + dz(t)é;

Se dice que una curva es diferenciable si sus componentes (x(t), y(t), z(t) en este
caso) son diferenciables. En tal caso:

dr(t) = x'(t)dt é; + y'(t)dté, + z'(t)dté,
dr(t) = (x'(t) &, + y'(t)é, + z'(t)é;)dt
d7(t) = 7' (t)dt

ld7 (Ol = I7' () llde (D
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Definiciones

Punto Regular

Una curva 7(t) es regular en un punto t, si 7' es continuaen t, y 7'(t,) # 0

Curva Regular

Una curva es regular si lo es en cada uno de sus puntos

Curva Regular a trozos

Una curva es regular a trozos si el intervalo 4

[a,b] se puede descomponer en un ndmero
finito de sub intervalos en los cuales la curva C
es regular (ver Figura 8)

D
C:ABUBC UCD UDE UEA

Figura 8

Curva Simple

Una curva 7:[a, b] » R™ es simple si es inyectiva en [a, b), esto es: NO existe un
punto D como el de la Figura 9 donde #(t;) = 7(t;) = D para valores distintos t; y ¢; del
parametro.

7(t;) = 7(t;)

Q7T
N(‘l‘
v_l

i) A

Figura 9
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Curva Cerrada

Una curva 7: [a, b] - R™ es cerrada cuando #(a) = 7(b)

7(a)

s m)
[

Figura 10

Curva de Jordan

Una curva es de Jordan cuando es regular y simple.

Longitud de Arco

Sea C el arco (gréfica de una curva) de una curva regular definida sobre un intervalo
[a, b]. Si se hace una particién del intervalo (ver Figura 11) se puede observar que
mientras mas fina sea la particion, mas se aproximan la longitud de un elemento de arco
y la cuerda correspondiente, esto es: As; = [|A7||

b=t,

th-1

Figura 11

La longitud de la curva C viene dada por

-1
L= ) As; 2)

i

S

1l
o

Si ampliamos un elemento As; y asumimos una curva plana se obtiene lo diagramado en
la Figura 12
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Yi+1

Yi

Axl-

v

Xi Xi+1
Figura 12

Como As; = ||A7]| = /Axi2 + Ay;* luego por (2)
e

& Ax;\* Ay; 2
S fo v =3 (8 (2
l l

=

R

1= =0

Considerando una particion donde todos los At; son iguales a At, y tomando limite para
hacer cada intervalo de la particion infinitamente pequefio, resulta

L = lim n_l\/(Axi)z + (%)2 At = be/x’(t)z +y'(t)?dt = fbll?’(t)ll dt

At~0 £ At At a a

Luego, la longitud de arco desde el instante inicial a = t, hasta un valor de t cualquiera
sera

AZ
be
. s(t)
r —l
3 /\ ;
y
a® X

s@® = | IF@lldr

Esta funcion se conoce como funcion de longitud de arco, la cual al ser derivada
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ds = #(@®lldt  (3)
De (1) y (3) se cumple
ds = |ld7 ()|

Estos resultados son muy importantes y serdn los que utilizaremos al resolver integrales
curvilineas

Ejemplo 1: Hallar la longitud del segmento comprendido entre dos puntos genéricos
A(xo,¥0) Y B = (x1,¥1).
Solucidn: Pasos a seguir:

a) Graficar
b) Parametrizar la curva indicando la variacion del parametro
c) Calculo de la integral

La parametrizacion del segmento de recta que une ambos puntos sera

{x =xo +t(x; — xp)

0<t<i1
Y=Y+ t(y1— o)

-

o

Vectorialmente: #(t) = (xo + t(x; — %0), Yo + t(r1 — ¥0))

A
v

El parametro variaentre 0 y 1 siendo 7#(0) = A y 7(1) = B.
7'(t) = (x4 — X0, Y1 — Yo)

17N = ¥ (x1 = %0)? + (y1 = ¥0)?

1 1
L=f 1B — All dt = ||B—A||f dt = ||B — Al
0 0

Ejemplo 2: Hallar la longitud del arco de curva y = x? comprendida entre los puntos
A(-11)yB(24)

A
Solucién: B
x=t . 5
{y:tz -1<t<2 7(t) = (t,t%)
A
x=1 o _ P N
b2 P(6) = (1,26) “ 1 —

ds = ||7'(t)|ldt = V1 + 4t2 dt
2
L= f vV 1+ 4t? dt = --- (Ejercicio)
-1



CALCULO Il (IPE - MEC) ANO 2024

Ejemplo 3: Hallar el perimetro de una circunferencia de radio 3.

Solucién

Por ser circunferencia conviene parametrizarla usando coordenadas polares

4

x = 3 cos(t)

{y=35en(t) 0<t<?2m

x = —3sen(t) — _
) b - Sty IP@I=3

21
= 61

21
sz 3dt = 3t
0 0

Y
-

Ejemplo 4: Hallar la longitud de la curva que es interseccion de las superficies
St x2+y*42z2=25 y S,;;z=4
A
%1 5 c

{x2+y2+22=25
z=4

Reemplazo el valor de z en
la ecuacion de la esfera

-_-_y-> x2+y2=9
x = 3 cos(t)
X 7 {y=3sen(t) 0<t<2m
« z=4
Luego
7(t) = (3 cos(t), 3 sen(t),4)
7'(t) = (=3 sen(t),3 cos(t),0) 17Ol =3

2n
sz 3dt = 6w
0

10
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Hélice Circular: La hélice circular se genera por el movimiento de un punto de una
circunferencia que gira en sentido anti horario alrededor de su centro, el cual se
desplaza sobre el eje z perpendicular al plano de la circunferencia.

Hay dos movimientos uniformes: uno de rotacion y otro de traslacion. Al dar un giro
completo se incrementa la altura una cierta cantidad Ilamada paso P.

Se podria decir que el punto se desplaza sobre las paredes de un cilindro. Supongamos
que la circunferencia es de radio a, entonces la representacion paramétrica seria

x = a cos(t)

y = asen(t) rotacion

z=Dbt traslacion

Cuando t = 2m resulta z =P, entonces P=2nb = b = %

Dependiendo del enunciado, a veces dan el valor de b y se debe calcular el paso P, o
viceversa.

Ejemplo 5: Hallar la longitud de un ciclo completo de una hélice circular con un paso
de P = 2m que se apoya en un cilindro de radio 1.

b—é?-[—l
=5-=

x = cos(t)

y:sen(t) 0<t<?2m

z=1
7(t) = (cos(t),sen(t),t)

7'(t) = (—sen(t),cos(t),1)

171l = v2

2T
L:f VZdt = 22
0

11
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INTEGRAL CURVILINEA DE CAMPOS ESCALARES

Definicion: Sea f(x,y,z) un campo escalar, continuo y acotado, definido en un
dominio D c R3. Sea C un arco de una curva 7(t) = (x(t),y(t),z(t)), a <t < b,
regular a trozos y simple (“‘camino de integracion”). Se define la integral curvilinea de
f(x,y,z) alo largo de la curva C como:

b
f fGy,2)ds = f FFO) IF O de
C _—/

@ FIO)

Integral curvilinea es una integral real

PROPIEDADES
a) Linealidad

f(clfl(x»y»z) + szz(x,y,z))ds = lefl(x,y,z)ds + szfz(x’y' z)ds
c c c

b) Cambio de sentido de integracion

Si se cambia el sentido de recorrido de la curva (ver Figura 9) el resultado de la integral
cambia de signo

f(x,y,z2)ds=—| f(x,y,z)ds
AB BA
Y, —
‘4 -~
A
Figura 13

¢) Aditividad respecto al Camino de Integracion

Sea C una curva regular atrozos C = C; U C, U ...C,, tal que C; N C;,4 €S un punto (ver
Figura 13).

12
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Figura 13

ff(x, v,z)ds=| f(x,y,2)ds+ | f(x,y,z)ds+ -+ | f(x,y,2z)ds
c Cy Cy Cn

d) Independencia de la representacion paramétrica

Si 7(t) y 7,(t) son dos representaciones paramétricas regulares que definen la misma
curva C, entonces la integral curvilinea es independiente de la representacion
paramétrica salvo el signo que varia de acuerdo al sentido en que se parametrizd la
curva.

APLICACIONES

Considere que se trabaja con hilos, alambres, cables, cordeles, etc., cuyo espesor es
despreciable.

a) Longitud de arco

Si f(x,y,z) =1 laintegral curvilinea da la longitud de la curva parametrizada. Esto

€s.
szds
c

b) Aplicaciones Fisicas
Si f(x,y,2z) = 6(x,y,z) es ladensidad del hilo, alambre, etc, entonces

1) Masa del hilo

M = fdM = fd(x,y,z)ds
c c

13
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i) Centro de Masa

1 1 1
xG = Mf(s(xy y; Z)XdS yG = Mf(S(x’ y, Z)yds ZG = Mfé‘(x’ y’ Z)st
c c ¢

I1) Momento de Inercia

Ieje = f6(x)yﬂz)d§je(xﬂylz)ds
c

Ejemplo 6

Hallar el momento de inercia respecto al origen de coordenadas de un alambre de
2 2

densidad §(x,y) = /4 + %xz que tiene la forma de x: + % =1

La curva es una elipse y se usa la parametrizacion de coordenadas polares generalizadas

Para una elipse en general

A
y 2 2
3 X<y x = acos(t)
TR A <t<
a2+b2 1 {yzbsen(t) 0<t<2m
7(t) = (acos(t), b sen(t))
-2 t 2 )

X7 7'(t) = (—asen(t), b cos(t))

17 ()] = /a2 sen2(t) + b2 cos?(t)

-3 a=2yb=3

17" ()| = \/4 sen?(t) + 9 cos?(t)

17" (O] = \/4 sen?(t) + 4 cos?(t) + 5cos?(t) = \/4 + 5 cos?(t)

Si ladensidad es 6 (x,y) = f4 + sz reemplazando la parametrizacion queda

5
6(x,y) = \/4 + Z4 cos?(t) = /4 + 5cos?(t)
La distancia al origen de coordenadas es
d? = x? + y% = 4cos?(t) + 9sen?(t) = 4 + 5sen?(t)

14
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2T
Iy = fdz(x, y)8(x,y)ds = f (4 + 5sen?(t)) /4 + 5cos?(t) 4 + 5 cos2(t)
¢ 0 dz 5(x,y) RO

- f 7r(4 + 5sen?(t))(4 + 5 cos?(t)) dt
0

21
= f (16 + 20 cos?(t) + 20 sen?(t) + 25 sen?(t) cos?(t)) dt
0

2 313
= f (36 + 25 sen?(t) cos?(t)) dt = -
0

15



