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EXTREMOS CONDICIONADOS

Problema 1

2 2
Hallar el rectdngulo de area méaxima que puede inscribirse en la elipse % + 31’—6 =1

Se nos pide las dimensiones que debe tener el rectangulo para que el area sea maxima,
pero con la condicidn que ese rectangulo esté inscripto en la elipse. Graficamente sera

A

y

v

A

Luego

Funcion Objetivo: Es la que quiero extremar

Area = b.h =2x.2y =4xy  talque x,y >0

Funcion de Ligadura: Es la funcion que vincula las variables, en este caso el punto
(x,y) pertenece a la elipse, y por ende satisface su ecuacion

x2 2
—t—=1
9 "1

<
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Problema 2

Con una cartulina se desea construir una caja de base cuadrada (sin tapa) que encierre
un volumen dado V. Se pretende ahorrar material, y para ello, se debe minimizar la
cantidad de cartulina a utilizar.

El volumen es constante y estd dado por V = x?y

y
Ahorrar material significa ocupar la menor area posible de
cartulina para armar la caja, luego la funcion a minimizar es la
. X
suma de las areas de las caras

A=x%+4xy
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Entonces el modelo matematico del problema es:
Funcidn Objetivo A(x,y) = x* + 4xy
Funcién de Ligadura V = x%y =cte
Problema 3
Hallar el punto mas préximo al origen de
i) lacurva @(x,y) = 0 en el plano (2D)
(pl (X, yr Z) = O
i) la curva (resulta de intersectar dos superficies)
(pZ(xr y' Z) = 0
La funcidén objetivo es la funcion distancia, o sea
a) d=.x%+y? (o directamente para ahorrar cuentas d? = x? + y?)

b) d =/x2+y2+2z2  (odirectamente para ahorrar cuentas d? = x? + y? + z?)

Luego el modelo matematico es

a) Funcién a Minimizar — d = /x2 + y2

Funcion Ligadura p(x,y)=0

91(x,y,2) = 0
Funcién Ligadura C:

(pZ(x'yrZ) =0

b) Funcién a Minimizar d = +/x? + y? + z2

Observacion

En estos problemas planteados las variables (x,y) o (x,y,z) no son independientes
(libres) sino que estan vinculadas (ligadas) por una 0 mas ecuaciones (Llamadas

funciones de ligaduras).
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RESOLUCION DEL PROBLEMA 1

Método |

La forma mas natural de resolver este problema es despejar una de las variables, por
ejemplo y de la ligadura ¢(x,y) = 0, obteniendo y = g(x), y luego reemplazar la
expresion de y en z = f(x,y), para finalmente buscar el extremo de la funcion de una
variable tal y como se vioen Célculo | z = f(x, g(x)).

Esto es

X2 y?
z=4xy (1) con go(x,y)=?+E—1=0 (2)

Entonces, de (2)

x? x?
y=4. |1- ) reemplazando en (1) queda z = 16x |1 — 5

Funcién de una variable, para encontrar el maximo se procede como en Célculo |
a) Se deriva e iguala a cero obteniendo el punto critico.
b) Se calcula la derivada segunda en el punto y si es negativa hay un maximo.

Nota: No siempre se puede despejar una variable en funcién de la otra, lo que no
permitiria hacer el analisis anterior. Por eso surge la necesidad de estudiar otro método.

Método |1
METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Es mas facil explicar el fundamento geometrico del método de Lagrange para funciones
de dos variables. Para empezar, se calculan los valores extremos de z = f(x,y), sujeta
a una restriccion de la forma ¢ (x, y) = k. Es decir, hay que buscar los valores extremos
de f(x,y) cuando el punto (x,y) esta restringido a moverse sobre la curva ¢ (x,y) = k,
la cual puede considerarse como la curva de nivel de una funcion auxiliar u = @(x,y)
parau = k.

En la figura se ilustra esta curva junto con varias curvas de nivel de f, las cuales tiene
como ecuacion f(x,y) = C,con C = 7,8,9,10,11.

Maximizar f(x,y) sujeta a la condicion ¢(x,y) = k es encontrar el valor mas grande
de C de tal que la curva de nivel f(x,y) =C cortea o@(x,y)=k
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Esto sucede cuando las curvas se tocan tangencialmente, es decir, cuando tienen una
recta tangente en comun. (De lo contrario, el valor de C podria incrementarse mas). Esto
quiere decir que los vectores gradientes tanto de z = f(x,y) y de u = ¢@(x,y) en el
punto (x,, y,) son paralelos. Esto es, existe un escalar A para el cual se cumple

W(XO»YO) = H-W(XO;YO) = W(xo,)’o) + A-WP)(XO;YO) =

Vf(Po)

Ly =11

V(p(PO)K | l‘-"-.\ ‘\___‘ I.'F T ||'|_'|_'_-1,'|= 9
p(xy) =k h flx.y)=8
(s =7

(0 - x
Esta clase de razonamiento también se aplica al problema de encontrar los valores
extremos de f(x,y, z) sujeta a la restriccion ¢ (x,y,z) = k

En lugar de hablar de curvas de nivel seran superficies de nivel, f(x,y,z) = C, y si el
valor maximo de f es f(xo, Vo, 2,) = C, entonces la superficie de nivel f(x,y,z) =C
es tangente a la superficie de nivel ¢(x,y,z) = k en el punto (x,, ¥o,2,) , por ello los
vectores gradientes correspondientes son paralelos. Luego se cumple

V_)f(xor yO'ZO) = M'W(xOJ yO'ZO) = V—f)(xor inZO) + A-WP)(XO' yo,Zo) = 6
Luego, se puede generalizar para n variables:

Vi (Py) + AVg(P,) = 0

Desarrollando esta expresion para el caso de dos variables se tiene

(L 2)4(220) - 00

ox’ dy ox’ 0
faf de _
lax Aax_
d
|7 122
dy 0y

Lagrange observd que estas ultimas expresiones pueden considerarse como las
derivadas parciales de una funcién auxiliar

[F*(x,y, ) = f(,y) + A9(x,y)|

Ilamada Funcidn de Lagrange, la cual cumple que
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Fr(x,y,A) = f(x,y) V(x,y)talque ¢(x,y) =0

De alli que el procedimiento para hallar los extremos de una funcion condicionada por
una ligadura es anélogo al procedimiento para calcular los puntos criticos de la Funcion
de Lagrange.

Condicion Necesaria de Extremo Condicionado

Sea z = f(x,y) un campo escalar diferenciable, la condicion necesaria para que el

punto P,(x,, ¥o) Sea un punto estacionario condicionado a la relacion ¢ (x,y) = 0 es

que exista una valor 4, (multiplicador de Lagrange) tal que la funcion de Lagrange
F*(x,y,4) = f(x,y) + 29(x, y)

cumpla que sus derivadas parciales sean nulas en el punto (xg, ¥o, A¢), 0 Sea

(OF" af
x (x0, Y0, A0) = a

op
(Po) + Ao 5 (Po) = 0

oF* of
W (X0, Y0, A0) = @

A

%
(Po)+)10@(Po) =0

*

oA

(x0,Y0,40) = @(Py) =0

Resolviendo este sistema se encuentran los puntos criticos 0 puntos estacionarios
candidatos a extremos.

En extremos libres se clasificaron los puntos estacionarios de un campo escalar f(x,y)
analizando el signo de d?f .

En el caso de extremos condicionados se analizara el signo de d?F* para clasificar los
puntos estacionarios. Pero se debe recordar que estos puntos cumplen la condicion de
ligadura @ (x,y) = 0, lo que implica que x e y no son independientes, y por ende hay
una relacién entre dx y dy que debemos hallarla a partir de la identidad dg = 0.

,_dy ¢
dp = pdx+¢@,dy=0 = y:a:_(p_x
y

Luego la expresion del d2F* es:

d*F* = d(dF*) = d(F;dx + Fydy + Fyd1) = d(F;dx + E;y'dx + @dA)
=d(F + Ey')dx + d(¢) dA = d(F))dx + d(Fy')dx (D

=0

Analicemos cada termino por separado
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d(E))dx = (Fx*xdx + Edy + Fy) d/l) dx = Fgdx? + Fydxdy + @,dxdd  (2)
=Px

Por otro lado
o 0 (s o . ., o, .,
d(Fy')dx = (a_x (Fy')dx + @(Fyy )dy + a(Fyy )dﬂ) dx

—(a(F*) e+ By 2 d a(F*) 'd a(F*) ’d/l)d
—ayyx+ya—x(y x+@yyy+ayy x

= Fgy y'dx* + F y"dx* + F, y'dx dy + F; y'dx dA
=dy.dx Tdty o Sy D

= Fydxdy + F;d?*y + Ej,dy* + ¢, dydA (3)

Reemplazando (2) y (3) en (1), y ordenando convenientemente, resulta

d*F* = Fjdx? + 2F;,dxdy + Ej,dy® + F;d*y + (<dex + ‘Pydy) da
=dp=0

Por lo tant d*F* (d a+d a>2F*+F*d2
or 1o tanto = X — -—
ax Yoy y&y
Sin embargo, en los puntos estacionarios se cumple que F; = 0, luego d?F* se puede
calcular igual que para el caso de Extremos Libres, 0 sea

2

dZF*—(d 9 L4 a)F*
— % ox yay

De lo analizado se concluye lo siguiente:
Condicion De Suficiencia

Si z = f(x,y) es un campo escalar diferenciable hasta orden 2 como minimo en un
punto Py(x,,¥0), Y ¢ una funcion diferenciable en P,(x,, y,), tales que la funcién de
Lagrange F*(x,y,1) = f(x,y) + A@(x,y) tiene un punto estacionario en (xq, ¥o, o),
entonces se cumple

] 2\’
A" (o, o, o) = (dr g+ dy o) F o,y o)
Ademas, si se usa la relacion dg = @,dx + ¢, dy = 0 para escribir a dy en funcion de
dx (0 viceversa) la expresion anterior queda todo en funcién de una sola variable y su
diferencial
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d’F* = G(x)(dx)> o d’F* = G(y)(dy)?

y por lo tanto, los puntos estacionarios se clasifican igual que en Calculo I, es decir

>0 = minimo
d’F*{ <0 = maximo
s0 = ensilladura

Se puede generalizar para més variables siguiendo el mismo razonamiento.

Problema N° 1:
Funcion Objetivo z = 4xy
.. . x2 y2
Funcion de Ligadura p(x,y) = St 1=0
a) se construye la funcion de Lagrange y se calculan los puntos estacionarios
F*(x,y,) = f(x,y) + 29(x, y)

X2 2
F*(x,y,A) = 4xy+/1<—+y—— 1)

9 16

(OF* 2
Ox =4y+§lx=0 (1)
JF* 1

<ay=4x+§ly=0 (2)
OF* x2 yz

STt 170 ®

Despejando y de (1) y (2) e igualando las expresiones se obtiene
1 32 ,
y=-—ghh=-7x = =576 = A =124

Comox >0 e y > 0 debemos considerar solamente A = —24, luego

1 4
y=—24x =-x

18 3
Reemplazando en (3) se obtiene
R R |
V2 V2
Recuerde que como son longitudes, no pueden ser negativas, por eso se tienen en cuenta
solamente el signo positivo de x. Luego el punto estacionarios es P, (%%) YA =-24

Ahora se debe verificar que en dicho punto el area es maxima. Para ello se analiza el

signo de d?F* (%% —24)
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3 * A 24
X ==, - T = = -
0 N Yo > 0
=2 . (3 4 24)_ 16
xx_9 XX \/E’ 21 - 3
E, =4 . (3 4 )
—,—,-24)=4
Xy 2 \/E
1 (3 4
Fyy= g/l Fyy<—2,—2,—24):—3
16
d’F* = —?hz + 8hk — 3k?
9

16 8

8
sz*=——h2—3(k2——hk+—h2——h2)
2 — 12 2 _ _2__2
d?F* = 3h Skk 3hk h 9hI

2

(r-5n) /
16 4 \?* 16

2 * 2 _ _ " n2

d?F 3h 3<<k 3h) 9h>

, 16 4 \? 16 , 4 \?
a2 = - h —3(k—§h> +=h =—3(k—§h> <0

ANO 2024

(4)

2
Note que d?F* es igual a —3 (k - %h) , el cual contiene 1 término. Como estamos

trabajando con 2 posibles incrementos, hay 2-1=1 direccién en la que d?F* = 0, la cual
es caracterizada por k = %h. Para verificar la afirmacion reemplace esta identidad en

(4). En principio ain no podemos garantizar la existencia de un méximo relativo. Sin
embargo, ain no hemos incorporado la restriccion al analisis, lo cual se hace usando que

do =
3 4
Xo = —=, =—
0 > Yo NG \/_
‘px—§x (px<—,_>:_
2 V2 3 3
1 (3 4)_ 1 h=—7k (5)
¢y_8y §0y 2' 2 _2\/§
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Reemplazando (5) en (4) resulta

4/ 3 \\
d*F* = -3 <k —5(—2,1{)) = —-3(2k)?=-12k* <0
Ahora d?F* es igual a —12k?, el cual contiene 1 término. Por otro lado, estamos
trabajando con 2 posibles incrementos ligados por 1 relacion. Luego coinciden la
cantidad de términos (1) con la cantidad de variables incrementales libres (2-1=1).

Luego estamos en condiciones de afirmar que como d?F* < 0 estamos en presencia de

un maximo relativo, esto es, el rectangulo inscripto en la elipse de dimensiones
4

3 .
G Y=p7 6 el de mayor éarea.

X =



