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INTRODUCCION

DESCRIPCION DE R?

Trataremos de construir un modelo algebraico para describir el espacio fisico bidimensional o
plano. Sabemos que cualquier punto P, del plano se representa por dos nimeros reales (xq, Vo),
las cuales se denominan coordenadas de P, Yy se obtienen proyectando P, sobre cada uno de los
ejes del sistema de referencia, con signos positivos 0 negativos segun las proyecciones estén a la
derecha o a la izquierda del origen sobre el primer eje, 0 hacia arriba o hacia abajo sobre el
segundo eje (ver Figura 1).
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Figura 1

Dados dos puntos de plano
ﬁ1 = (x1,y1) ﬁz = (x2,¥2)

se definen las siguientes dos operaciones:
Pi+ Py = (xy,y1) + (03, ¥2) = (0 + 25, ¥4 + ¥2)

/U_;1 = Ax1, y1) = (Axq, A1), AER

Con estas operaciones obtenemos la estructura algebraica de espacio vectorial. Los elementos de
este espacio, que son puntos, pueden interpretarse como los vectores de posicion de los mismos.

Es equivalente hablar del punto P o de su vector de posicién P. Este espacio es bidimensional
porque cualquier sistema de dos vectores linealmente independientes conforman una base, y por
ende, puede generar por combinaciones lineales todos los vectores del espacio.

Con la operacion producto escalar:
P,.P, =x1.%, + VY, = |21 || || cos(Py, P,)

el espacio en cuestion tiene la estructura de espacio euclideo, en el que se introducen como
fundamentales los conceptos siguientes:
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e Ortogonalidad de vectores:
P,1P, e P.P=0
e Norma o modulo de un vector:
|l = VB.B = Jx7 + 2
¢ Distancia entre dos vectores:
d(Py,Py) = |P, = il = V(o = x1)2 + (y2 — y1)?

e Angulo que forman dos vectores
Si denominamos a el angulo que forman dos vectores entonces su valor esta dado

por
< P,.P, )

a =arccosS\ ¥—=—=—

1 (I[P |

e Entre todas las bases del espacio, elegimos ahora la llamada base canonica u ortonormal de
vectores unitarios y ortogonales

B={1,]}

e Cualquier vector P = (x, y) puede expresarse, de manera Unica asi:

-

P=xi+yj

e El par de coordenadas (x, y) del punto P, se interpreta ahora como el par de componentes de
su vector de posicion P

Se deja a cargo del alumno la descripcién del espacio fisico tridimensional.

Descripcién del Espacio abstracto R"

R™ = {ﬁ = (Xxq,X3, .., Xn) / X; € R}
Con las operaciones:
X+y=(x1,%2 0, Xn) + V1, Y20 o» V)
AX = A(x1, X5, 0, X)) = (Axq, Axy, ., Ax,) A ER

R™ queda convertido en espacio vectorial de dimension n, en el que una base esta constituida por
n vectores linealmente independientes.

e Laoperacion producto escalar:

XY = (X1, X2 e, %) V1, V20 s Yn) = X1Y1 + X2Y5 + -+ Xy
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n
7.5 = ) xyi = 1715l cos(Z 7)
i=1

R"™ alcanza la estructura de espacio euclideo, que admite como fundamentales las
definiciones siguientes:
¢ Ortogonalidad de vectores:
XLy o Xy=0
e Producto Vectorial de vectores de R3

Dados dos vectores X = (x1,x5,%3) , ¥ = (V1,¥2, ¥3)
Se define como producto vectorial a otro vector

lX Ayl = XYl sin(%, y)
XAy esunvector \Direccién : L al plano que determinan X e y
Sentido: el sentido de la mano derecha

No es conmutativo, esto es, los vectores X Ay e y A X son distintos. Para ser mas
precisos estos vectores son opuestos ¥ Ay = —(y A X)

La forma de calcular el vector es

€ €, &3
.7_6')/\5/) =1X1 X3 X3
Yi Y2 Y3

Se resuelve como un determinante teniendo en cuenta la regla de los signos
XAY = (xy3 — x3Y2)€1 — (X1Y3 — x3Y1)€; + (1Y, — x21)€3

e Propiedad de paralelismo

=
<
=
>
<i
Il
ol

e Producto mixto
El producto mixto de tres vectores de R3 da por resultado un escalar, que representa
el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores X, y, Z como aristas y se
calcula de la siguiente forma:

=G AD=@EAP).Z

X1 Xz X3
XyZ=1Y1 Y2 Y3
Z1 Zp Z3

Propiedad: XyZ=0 < X,y,Z son coplanares

e Norma o mddulo de un vector:
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e Distancia entre dos vectores:

d®Z7) =17 =2l = VO —x)? + (Y2 — 2)2 + .+ — x)?

Entre todas las bases de R™, se destaca la canonica dada por:
1 sii=j
B ={¢&,,é,,..,€,} siendo é&;.¢ = {0 s i :/_-]j

Cualquier vector X se puede expresar de manera (inica como:

X = (X1, X2 o, Xp) = X181 + X285 + -+ X,

n
.')_C): E xl-éi
i=1

Algunos subconjuntos de R2.

Entorno de centro d y radio : es el conjunto de puntos del plano cuya distancia al punto
centro @ es menor que un valor € > 0

B(d,s) ={Xx € R? /d(X,d) < &}

Conjunto abierto y conjunta cerrado.

Un subconjunto A € R? es abierto si cualquier punto X € A admite un B (%, €) incluido en
A. (No contiene los puntos fronteras) (Figura 2 a)

Un subconjunto A € R? es cerrado si su complementario A€ es abierto. (Todos los puntos
fronteras pertenecen al conjunto A) (Figura 2 b)

a) b)

Figura 2




CALCULO Il (IPE - MEC) ANO 2024

3. Conjuntos conexos.

Un subconjunto € < RZes conexo si cualquier par de puntos de C se pueden unir por una
poligonal (sucesion finita y continua de segmentos) incluida en C. (Figura 3a)

Un subconjunto es simplemente conexo si cualquier poligonal cerrada incluida en C
envuelve solo puntos de C (No tiene agujeros) (Figura 3 b)

Figura 3

Estas definiciones se pueden extender a subconjuntos de R3 y de R™

REPASO DE GEOMETRIA

A. RECTA en el Plano
La ecuacion explicita de la recta es:
y=mx+b
donde: m es la pendiente y geométricamente mide la inclinacion de la recta.
b es la ordenada al origen y geométricamente representa que la recta
cortaal eje yeny = b.

v

Figura 4
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a) Recta que pasa por dos puntos
La ecuacidn de la recta que pasa por los puntos P; (x;,y,), Py(x5,y,) €S

Observando la Figura 5, por la semejanza de tridngulos se tiene que

V2

V1

P, (x2,¥2)

-——r

X1 X x2
tg(a) =m = zz :zl
2 1
Figura 5

v

3’_3’1:

Yo—W1

x—x1

X1 — X3

ANO 2024

Despejando la variable y se obtiene la ecuacién de la recta que pasa por dos

puntos

b) Rectas particulares
1. Recta paralela al eje x de ecuacién

Yo—W1

y = (x—x1) + ¥

X1 — X2

y=b>b

cuya pendiente es cero, lo cual significa que a =0, y por ende es
paralela al eje x

2. Recta paralela al eje y de ecuacion

Ejemplo:

X =a

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto Py(1,2) y es paralela a la recta

y=-2x+5
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Solucién
Si es paralela a la recta y = —2x + 5 significa que tiene la misma pendiente, luego
la pendiente de la recta pedida es m = —2
Ademas pasa por el punto P,(1,2) luego dicho punto verifica la ecuacion de la recta
pedida, entonces se cumple
2=m.1+b

Entonces

b=2-m=2—-(-2)=4
Por lo tanto, la ecuacion de la recta pedida es:

e Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P,(1,1) y es perpendicular a la recta

3
y=g%- 1
Solucion
Las rectas perpendiculares tienen la pendiente inversa y cambiada de signo, o sea
m, = —-1/my

En este caso la recta tendrd como pendiente

4
m=T3
Ademaés pasa por el punto P, luego dicho punto verifica la ecuacion de la recta.
Esto es:
4
1=—=.1+b

3
Despejando el valor de b tenemos que b = 1 + % —

Luego la ecuacion de la recta es:

y=73X%Ty

B. Curvas en el plano R?

Las curvas en el plano pueden expresarse en forma explicita como y = f(x) o de
forma implicita como F(x,y) = 0.

En particular, se dice que la curva es una conica si puede expresarse de forma
implicita con F(x,y) un polinomio de 2° grado con variables x,y. Luego, la
expresion general de una conica esta dada por:

Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0 (1D
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La cual estd compuesta por un término cuadratico (*x), un término lineal (xx), y
un término independiente ().

Clasificacion de Coénicas

Elipse
A
. y
Elipse
2 2
x- Yy
2 =1
Elipse con centro en el origen 'y < a ;
semiejesay b
Ejemplos: v

1) Escribir y graficar la elipse con centro en el origen y semiejesa =2y b =5

LS
7 =
Se deja la gréafica para el alumno
2) Elipse con centro en el punto P(1,—2) y semiejesa =3y b = 4

x —1)? + 2)?
( )_I_(y ):1
9 16

Esta expresion, al igual que la anterior, se denominan formas candnicas de la
elipse. Desarrollando cuadrados y operando se obtiene la forma polindmica o
implicita

x? y? 2 1 23
CRETC R T
El proceso inverso seria partiendo de la forma polinémica obtener la expresion
canonica, esto se realiza completando cuadrados.

La grafica se deja para el alumno
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Circunferencia

La circunferencia es un caso

y
particular de la elipse en la que
los semiejes son iguales y su /->\
ecuacion es

v

A

Hipérbola
La ecuacion de la hipérbola esta dada por:
x2 2
=1
a? b?

El signo — indica el eje imaginario de la
hipérbola, esto es, el eje con el que la
hipérbola no se interseca

Las asintotas son las rectas que surgen de

x? y? b
2 o0 T ysEy
Parabolas

En la secundaria se estudio la ecuacion explicita de la parabola:

y =ax?+bx+c
Aqui so6lo aparece una variable elevada al cuadrado, pero x e y podrian
intercambiar los roles y el posterior anlisis seria similar. Si la variable cuadratica
es x, entonces el eje de simetria de la pardbola es x = x;, siendo x;, la coordenada x
del vértice V = (xy, yy) de la pardbola. ;Qué sucede si la variable cuadratica es y?

La determinacion del vértice y las raices de la parabola facilitan su representacion
gréfica, ya que con tres puntos se puede determinar perfectamente la parabola.

Las raices de la parabola se determinan utilizando la Formula de Bhaskara

—b + Vb2 — 4ac
N2 =
’ 2a

10
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Las cuales pueden ser reales y distintas (si b — 4ac > 0), reales y coincidentes (si
b? — 4ac = 0), o complejas y conjugadas (si b — 4ac < 0).

Mientras que el vértice es el punto de coordenadas

s_(_b P
B 2a'c 4q

En caso de que las raices no sean complejas (cuando b? — 4ac > 0) resulta que
xy = (r; + 1,)/2, mientras que y, Se obtiene reemplazando x = x;; en la ecuacion
de la parabola, esto es

yy = axi + bxy, + c.

Para pasar de la ecuacion explicita a la ecuacion candnica de la parébola se debe
completar cuadrados

y = a(x2 +éx+£)
a a
y=a(x+ v+ () - () +3)
a 2a 2a a
b\ b?
y=a(x+%) +C_E
y—yy = alx — xy)?
Por lo tanto, para hallar la ecuacion candnica se puede optar por completar

cuadrados o simplemente por hallar su vértice y reemplazarlo en la expresion
hallada.

Ejemplo: Graficar la parabola

y=x*+4x+3

Solucion: Si buscamos las raices de la ecuacion cuadratica asociada son:
X2 4+4x+3=0

Luego

1£1 + Iy . b
Xy = =-2 o alternativamente  x, =

=——=_2
2 2a

Luego yy = ax{ + bx, + ¢ = —1y por lo tanto el vértice es V(—2,—1)

Si completamos cuadrados se obtiene lo mismo. Para ello debemos dividir por 2 el

coeficiente del término lineal, y luego sumar y restar el cuadrado de dicho numero

para obtener un trinomio cuadrado perfecto, en efecto:
y=x2+4x+(2)2-(2)?>+3

11
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y=x*+4x+4-1
trinomio

cuadrado
perfecto

y=(x+2)?*-1
Luego el vértice es el punto P(—2,—1)

Graficamos los tres puntos (raices y vértice) y ubicamos la parabola

A

v

Figura 6
Conicas Degeneradas
y2—x2=0 par de rectas reales
y2+x2=0 par de rectas imaginarias que se cortan en un punto real (0,0)
x*+a?=0=x=+ai dos niimeros imaginarios conjugados
x?—a’?=0=x=+a par de rectas paralelas al eje y
x—a)’=0=x=a una recta

RECTAS EN R3
Una recta en el espacio puede estar definida de diferentes formas:

e En forma vectorial
Si se conoce un punto de la recta By (xo, vo,2o) Y €l vector director = (vy, vy, v3)
que da la direccién a la recta

12
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A P - -
B P(x,y,z) Py(X0,Y0,20)
P — —
/ P_PO : v
X — Xy = Ay

y— Yo =A4v,
Z— 27y = v

Forma Paramétrica de la Recta
Si se desarrolla la forma vectorial en términos de sus componentes obtenemos la
expresion de la recta en forma paramétrica

X =xy+ Avg

Yy =Yo+Av,

Z =2y + Avg

Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos
Si se conocen dos puntos de la recta, por ejemplo P, y P;, la diferencia entre ellos
es un vector que esta sobre la recta, luego se considera como vector director de la

recta al vector ¥ = P, — 13}). Reemplazando en la forma paramétrica se obtiene

x =x9+ A(x; — xp)

y =y + A1 — ¥o)
z =2y + Azy — zp)

Forma Simétrica
La forma simétrica se obtienen de la forma paramétrica despejando A de cada
ecuacion e igualando las tres ecuaciones. O sea

X—Xo Y—Yo Z—Zp

X1 —=X0 Y1~ Yo “Z1— 2%

Para poder hallar esta expresion se requiere que los puntos P, y P; no compartan
ninguna de sus componentes, esto es: xo # X1, Yo # Y1, Zo * Z3-

13
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PLANOS

Para determinar la ecuacion de un plano se necesitan 2 vectores i y ¥, y un punto P,

Consideremos un punto genérico P (o0 vector posicién ﬁ) del plano en cuestion y
determinemos las condiciones que debe cumplir un punto para pertenecer al plano, esto
es, determinemos la ecuacidon (del plano) que debe satisfacer un punto para pertenecer al
plano. Las formas de determinar la ecuacion del plano mas usadas en esta materia son:

e Los vectores U, ¥, P — 13}) son coplanares, luego el producto mixto entre ellos es

nulo
X—=Xo Y—Yo Z— 29

Resolviendo el determinante:
(uav3 — uzvy) (x — x9) + (Uzv; — UV3) (Y — Yo) + UV, — Upv1) (2 —2p) =0

Agrupando convenientemente se obtiene la ecuacion implicita del plano de la forma
ax+by+cz+d=0

e Con los vectores i y v se puede hallar un vector N = 1 A v normal al plano, y por
ende normal al vector arbitrario P — P,

P-P, LN & (P-P).N=0

N = (a,b,c)

=l

Desarrollando el producto interior
gueda:

a(x —x9) +b(y —yo) +c(z—2)) =0

14
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Ejemplo:
Hallar la ecuacion del plano sabiendo que el vector normal es N =31 y que
pasa por el punto Py(1,—1,2)
Solucién: Reemplazando en la ecuacion correspondiente queda:

a(x —x0) +b(y —yo) + ¢c(z—2)) =0

20— D +3(y-(-1D)+1(z—-2)=0
Operando se obtiene

2x+3y+z=1

CUADRICAS

Son superficies en R3cuya ecuacion es un polinomio de segundo grado de tres variables
con dos variables independientes.

A1X% + Ay y? + 3322 + 2a1,Xy + 20,3XZ + 20,3VZ
+2a14x + 2a24y + 2a34Z + a44 = O

Clasificacion de Cuadricas:

Elipacide
Con Centro una hoja

Hiperboloide de ,
dos hojas

Cuadricas ¢ Eliptico

=i Centrod Paraboloided _
Hiperbdlico

lindricas

Cormicas

Degeneradas{ﬂuperﬂcies {

15
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Ejemplos de Cuéadricas expresadas en forma canonica

ANO 2024

Hipérbola  Paralelo al plano yz

El eje del hiperboloide correspon-
de a la variable cuyo coeficiente
es negativo.

Hiperboloide de dos hojas
= S L
R — g v =
. a b
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola  Paralelo al plano xz

Hipérbola

Paralelo al plano vz

El eje del hiperboloide corresponde
a la vanable cuyo coeficiente es
positivo. No hay traza en el plano
coordenado perpendicular a este
eje.

. Elipsoide
=4 X, L
/«ﬂ# Tt a* R
Y P i .
TR X R Traza Pilano
T S s S :
o Elipse Paralelo al plano xy
\(- Elipse Paralelo al plano xz
e \ = Elipse Paralelo al plano vz
T 7 La superficie es una esfera si Traza xy
=b=c#0
Hiperboloide de una hoja
0 S
at b e
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola  Paralelo al plano xz

Truza az

Trazs vz

Paralela al
. plano xy

-

Traza vz

Traza xz

No hay
Iraza xy

16
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Cono eliptico

El eje del cono corresponde a la

que sc cortan.

variable cuyo coeficiente es negati-
vo. Las trazas en los planos coorde-
Y\ nados paralclos a este cje son rectas

" , P Traza x7
C AN B Y
A\ v, u! b: P 2
\ l, Lol .r/
"' \~ 1 i 4 Traza Plano

\ Ehlpse Paralelo al plano xy
Hipérbola  Paralelo al plano xz
Hipérbola  Paralelo al plano vz

Paraboloide eliptico
I N
> a ! b
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Parabola Paralelo al plano xz
Pardbola Paralelo al plano vz

El cje del paraboloide corresponde a
la variable clevada a la primera

potencia.
(un punto)
Paraboloide hiperbolica
= ‘—: - ‘—‘ Truza vz ’
[

Traza Plano

Hipérbola  Paralelo al plano xy

Pardabola Paralelo al plano xz

Pariabola Paralelo al plano vz

a la vanable elevada a la primera
potencia.

El eje del paraboloide corresponde

Truza oo

Hay varios tipos de cilindros dependiendo de la base

Z VA

Y

Y? =2pZ

X

Cilindro parabdlico

Cilindro Eliptico

Cilindro hiperbélico

17




